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1 EinleitungEines der interessantesten und aktuellsten Themen der Physik der kondensiertenMaterie ist die Hochtemperatursupraleitung (HTS).Seit der Entdeckung der HTS im Jahre 1986 durch Bednorz und M�uller [Bed86]wurden zahlreiche Versuche unternommen, dieses r�atselhafte Ph�anomen theo-retisch zu beschreiben. Bis heute existiert aber noch kein Modell, das alle ex-perimentell beobachteten Ph�anomene befriedigend erkl�art.Ein Problem bei der theoretischen Erkl�arung der HTS besteht darin, da� selbstsehr vereinfachte Modelle, wie z.B. das Hubbard-Modell [Hub63] oder das t-J-Modell [Zha88], bisher weder analytisch noch numerisch in Dimensionen gr�o�erals eins gel�ost werden konnten. F�ur die mikroskopischen Beschreibung der f�urdie HTS relevanten Physik sind aber zweidimensionale Modelle notwendig.Weiterhin weisen die HTS-Materialien neben der Supraleitung noch eine Viel-zahl weiterer ungew�ohnlicher Ph�anomene auf, deren Zusammenhang mit derHTS bisher noch nicht verstanden ist.Die Ausgangsmaterialien der Hochtemperatursupraleiter stellen die erste expe-rimentelle Realisierung von e�ektiv zweidimensionalen Antiferromagneten dar.Die f�ur den Antiferromagnetismus verantwortliche magnetische Wechselwirkungzwischen den Elektronen sollte auch bei der Entstehung der Supraleitung einewichtige Rolle spielen. Ein theoretisches Modell, das die Verbindung zwischenAntiferromagnetismus und HTS erkl�art, wurde aber bis heute nicht gefunden.Im Januar 1997 wurde von Shou-Cheng Zhang das ph�anomenologische SO(5)-Modell zur Erkl�arung der HTS vorgeschlagen [Zha97]. In diesemModell wird derZusammenhang zwischen HTS und Antiferromagnetismus realisiert, in dem eineSymmetrie zwischen diesen beiden Ph�anomenen postuliert wird. Dadurch lassensich eine Reihe von empirisch beobachteten E�ekten recht einfach erkl�aren. Esl�a�t sich aber noch keine Aussage dar�uber machen, ob sich die SO(5)-Theorieals Modell f�ur alle wesentlichen Aspekte der HTS eignet.Die Akzeptanz des SO(5)-Modells wird zum einen davon abh�angen, ob eine�uberzeugende Ableitung aus mikroskopischen Modellen gelingt. Zum anderenmu� sich das Modell bei der Vorraussage und Erkl�arung von typischen E�ek-ten der HTS bew�ahren. Das SO(5)-Modell wird haupts�achlich durch qualitative�Uberlegungen motiviert. Es ist noch ungekl�art, inwieweit es sich auch f�ur quan-titative Aussagen verwenden l�a�t. Dies wird in der vorliegenden Arbeit n�aheruntersucht.Ziel dieser Arbeit ist es, analytische und numerische Methoden zu entwickeln,die geeignet sind, experimentell �uberpr�ufbare Voraussagen aus dem SO(5)-Modell f�ur die HTS abzuleiten, und so einen Beitrag zu dessen Beurteilungzu leisten.Die Arbeit gliedert sich wie folgt: 5



6 EinleitungIn Kapitel 2 geben wir einen kurzen �Uberblick �uber die wichtigsten experi-mentellen Eigenschaften der HTS-Materialien, deren Kenntnis zur Beurteilungdes SO(5)-Modell notwendig sind. Dabei wird auch auf einige der bisherigentheoretischen Modelle eingegangen.In Kapitel 3 wird das SO(5)-Modell eingef�uhrt. Durch entsprechende Verein-fachung wird das Modell auf die Form des anisotropen nichtlinearen Sigma-Modells gebracht, welches die Basis f�ur die weiteren Untersuchungen darstellt.Es wird kurz auf die aktuelle Entwicklung seit der Einf�uhrung des SO(5)-Modells eingegangen.Anschlie�end wird in Kapitel 4 die Methode der Renormierungsgruppe auf dasvorliegende SO(5)-Modell angewandt, um so ein qualitatives Phasendiagrammzu erhalten. Die dabei gefundenen Renormierungsgruppen-Gleichungen geltenf�ur eine allgemeine Klasse von anisotropen nichtlinearen Sigma-Modellen in zweiDimensionen. Die Grenzf�alle gro�er und kleiner Temperatur sowie verschiedeneCross-Over-Verhalten werden diskutiert.In Kapitel 5 wird die 1=N -Entwicklung zun�achst am Beispiel des Spin-1/2-Antiferromagneten vorgestellt, und dann auf das SO(5)-Modell angewendet.Wir leiten dabei eine Sattelpunktsgleichung f�ur die Masse der elementaren An-regungen ab und l�osen diese numerisch. Anschlie�end leiten wir analytischeAusdr�ucke f�ur die Selbstenergie her, die im Rahmen dieser Arbeit nicht mehrvollst�andig numerisch ausgewertet wurden.Zum Abschlu� werden in Kapitel 6 die gewonnenen Ergebnisse zusammenge-fa�t und diskutiert, sowie ein Ausblick auf m�ogliche zuk�unftige Untersuchungengegeben.



2 Die HochtemperatursupraleitungIn diesem Kapitel wird ein kurzer �Uberblick �uber den aktuellen Stand der HTSgegeben, wobei wir uns haupts�achlich auf Aspekte beschr�anken, die f�ur dasVerst�andnis des SO(5)-Modells wichtig sind.F�ur eine allgemeinere und ausf�uhrlichere Darstellung emp�ehlt sich zum Bei-spiel der aktuelle �Ubersichtsartikel von M.B. Maple [Map98]. Theoretische Aspek-te werden etwa in den B�uchern von Auerbach [Aue94], Fradkin [Fra91] undGonzales et al. [Gon95] dargestellt. F�ur speziellere Themen verweisen wir aufdie von Bedell et al. editierten Los Alamos Proceedings [Bed90, Bed94], sowieauf die von Ginsberg editierte Reihe [Gin96].2.1 HistorischesKamerlingh Onnes entdeckte 1911, da� Quecksilber bei einer Temperatur vonca. 4 K den elektrischen Widerstand pl�otzlich vollst�andig verliert. Diese Su-praleitung wurde danach auch bei vielen anderen Elementen und einfachenVerbindungen beobachtet, doch gab es lange Zeit keine Erkl�arung f�ur diesesPh�anomen.Erst 1957 gelang es Bardeen, Cooper und Schrie�er [Bar57], eine Theorie vorzu-schlagen, die das Auftreten der Supraleitung erfolgreich beschreiben konnte. Inder BCS-Theorie werden Elektronen paarweise zu sogenannten Cooper-Paarengebunden, wobei die anziehende Wechselwirkung durch Phononenaustausch ver-mittelt wird. Die Cooper-Paare gen�ugen der Bose-Statistik und k�onnen zu einerSupra�ussigkeit kondensieren.Die BCS-Theorie hat sich bei der Erkl�arung vieler in supraleitenden Materialienauftretenden E�ekte hervorragend bew�ahrt. So ergibt sich zum Beispiel aus derBCS-Theorie, da� die Temperatur Tc, bei der die Supraleitung einsetzt, von derMasse M des verwendeten Isotops wieTc � M� 12 (2.1)abh�angt, was mit den experimentellen Beobachtungen bei den meisten herk�omm-lichen Supraleitern gut �ubereinstimmt. Eine allgemeine Einf�uhrung in die BCS-Theorie �ndet man in den B�uchern von Schrie�er [Sch64] und Kittel [Kit88].Nach der BCS-Theorie kann Tc nicht wesentlich gr�o�er als 25 K sein. Anfangder 70er Jahre war mit Nb3Ge und Tc � 23K diese Schwelle fast erreicht.Im Jahre 1986 entdeckten Bednorz und M�uller, da� gewisse Verbindungen desLa-Ba-Cu-O Systems bei Tc � 30 K supraleitend werden [Bed86]. Das �ubera-schende an dieser Entdeckung war nicht nur der hohe Tc-Wert, der sich nichtmehr mit Hilfe der BCS-Theorie erkl�aren l�a�t, sondern auch, da� das betre�en-de Material in nichtsupraleitendem Zustand eine isolierende Keramik darstellt7
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Abbildung 1: Die Entwicklung der h�ochsten bekannten kritischen TemperaturTc seit der Jahrhundertwendeund sich somit grundlegend von den zuvor untersuchten, meist metallischenSupraleitern unterscheidet. Dies l�oste weltweite Forschungsaktivit�aten aus, inderen Folge �ahnliche Materialien mit immer h�oherem Tc gefunden wurden. Dermomentan h�ochste bekannte Wert f�ur Tc wurde mit ca. 133 K in einer Ver-bindung des Hg-Ba-Ca-Cu-O System gemessen [Put93]. Unter hohem Druckerreicht man mit den gleichen Materialien sogar Tc � 164 K. Die Entwicklungdes h�ochsten bekannten Tc-Wertes seit 1911 ist in Abbildung 1 dargestellt.Inzwischen ist auch die technische Nutzung der meist spr�oden und schwer zubearbeitenden Hochtemperatursupraleiter in greifbare N�ahe ger�uckt. Insbeson-dere das Erzeugen von hohen Magnetfeldern und die verlustfreie �Ubertragungelektrischer Leistung sind m�ogliche Anwendungsgebiete. Weitere Anwendungenwerden in der supraleitenden Elektronik erwartet. Man geht allgemein davonaus, da� die HTS die Entwicklung der Technologie in den n�achsten f�unf bis zehnJahren wesentlich beeinussen wird.2.2 Experimentelle ErgebnisseSeit ihrer Entdeckung 1986 geh�oren die Hochtemperatursupraleiter zu den ambesten untersuchten Materialien in der Physik. Auch wenn der Mechanismus,der zur HTS f�uhrt noch nicht verstanden ist, konnten doch viele wichtige Teil-fragen inzwischen gekl�art werden.



2.2 Experimentelle Ergebnisse 9
La, Sr

Cu

O

Abbildung 2: Struktur von La2�xSrxCuO42.2.1 Die Struktur der HochtemperatursupraleiterDie HTS-Materialien haben typischerweise eine Struktur wie in Abbildung 2am Beispiel von La2�xSrxCuO4 dargestellt. Bei diesem Material wechseln sicheinzelne leitende Kupferdioxidebenen mit isolierenden Schichten anderer Ele-mente ab. Es sind auch HTS-Materialien bekannt, bei denen jeweils zwei oderdrei Kupferdioxidebenen zu einer Lage zusammengefa�t sind.Im Unterschied zu den konventionellen Supraleitern tritt bei den Hochtempe-ratursupraleitern so gut wie kein Isotopene�ekt auf. Dies ist ein wichtiger Hin-weis darauf, da� die anziehende Wechselwirkung zwischen den Elektronen nichtdurch Phononenaustausch oder andere vom Kristallgitter abh�angende Mecha-nismen vermittelt wird. Die BCS-Theorie reicht folglich nicht zur Erkl�arung derHTS aus.Die f�ur die Supraleitung wesentliche Physik �ndet nach heutiger Au�assungin den zentralen Kupferdioxidebenen statt. Die umgebenden Schichten stel-len lediglich ein Ladungsreservoir dar, �uber das die Anzahl der Elektronen aufden CuO2-Ebenen reguliert wird. Diese Regulierung wird durch entsprechendeDotierung erreicht. So wird zum Beispiel in antiferromagnetischem La2CuO4dreiwertiges Lanthan durch zweiwertiges Strontium ersetzt. In La2CuO4 istdas 3dx2�y2-Orbital der Cu2+-Ionen genau halb gef�ullt. Aufgrund der starken
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Abbildung 3: Phasendiagramm von La2�xSrxCuO4 in Abh�angigkeit der Dotie-rung xCoulomb-Absto�ung zwischen Elektronen, die sich auf demselben Cu-Ion be�n-den, sind die Elektronen auf den Kupferpl�atzen lokalisiert und es bildet sich an-tiferromagnetische Ordnung aus. Durch die Dotierung entstehen auf den CuO2-Ebenen zus�atzliche L�ocher, welche die antiferromagnetische Ordnung zerst�orenund auf noch nicht gekl�arte Weise zur Supraleitung f�uhren. Das Phasendia-gramm von La2�xSrxCuO4 in Abh�angigkeit der Dotierung x ist in Abbildung 3dargestellt. Diese Art von Phasendiagramm wird typischerweise bei fast allenHochtemperatursupraleitern beobachtet. Zwischen der antiferromagnetischen(AFM) und der supraleitenden (SC) Phase tritt eine Spinglasphase (SG) auf,in der keine langreichweitige Ordnung herrscht. Man vermutet, da� diese Phasedurch St�orstellen in den untersuchten Materialien hervorgerufen wird, und beisehr reinen Proben nicht auftritt.2.2.2 Die Symmetrie des OrdnungsparametersEin weiterer Unterschied zwischen konventionellen und Hochtemperatursupra-leitern besteht in der Symmetrie des Ordnungsparameters �. Dieser ist mikro-skopisch de�niert als der Erwartungswert des Cooper-Paar Operators,���0(k) = h12Xk0 V (k;k0)ck0�c�k0�0i: (2.2)



2.2 Experimentelle Ergebnisse 11Hierbei ist V (k;k0) die Cooper-Paar-Wellenfunktion und ck� ein Fermioperator,der ein Elektron mit Impuls k und Spin � vernichtet.Da die Fermioperatoren antivertauschen gilt���0(k) = ���0�(k) = �(k) � 0 1�1 0� : (2.3)Der Ordnungsparameter �(k) ist also bez�uglich Drehungen im Spinraum einSkalar.Konventionelle Supraleiter besitzen einen im Impulsraum isotropen Ordnungs-parameter, d.h. �(k) = �0 h�angt nicht von k ab. Aus der BCS-Theorie folgtdaraus eine isotrope L�ucke (Gap) im Anregungsspektrum von 2j�0j.Insbesondere in den mit L�ochern dotierten Hochtemperatursupraleitern beob-achtet man einen anisotropen Anregungs-Gap. Diese Anisotropie l�a�t sich durcheine dx2�y2-Symmetrie des Ordnungsparameters erkl�aren, d.h.�(k) = �0[cos(kxa)� cos(kya)]; (2.4)wobei a die Gitterkonstante der CuO2-Ebenen ist.Die Symmetrie des Ordnungsparameters ist also niedriger als die Symmetrie deszugrundeliegenden Kristallgitters1. Es gibt eindimensionale Linien auf der Fer-miober�ache, an denen �(k) verschwindet, und somit verschwindet dort auchder Gap des Anregungsspektrums. Die Symmetrie des Ordnungsparameters istin Abbildung 4 dargestellt. Um den Ordnungsparameter vollst�andig zu bestim-men, m�ussen also sowohl sein Betrag als auch seine Phase in Abh�angigkeit vonk gemessen werden. Im Gegensatz zu den mit L�ochern dotierten Supraleitern,scheinen die mit Elektronen dotierten Hochtemperatursupraleiter eine s-Wellen-beziehungsweise eine erweiterte s-Wellen-Symmetrie aufzuweisen [Sta95]. Beider erweiterten s-Wellen-Symmetrie ist der Ordnungsparameter nicht isotrop,besitzt aber die volle Symmetrie des Kristallgitters.2.2.3 Der normalleitende ZustandNeben der supraleitenden und antiferromagnetischen Phase besitzt auch dienormalleitende Phase der Kuprate sehr bemerkenswerte Eigenschaften.Bei vielen mit L�ochern dotierten Supraleitern beobachtet man bei optimalerDotierung (die Dotierung mit der h�ochsten kritischen Temperatur Tc), da� derelektrische Widerstand in der CuO2-Ebene �ab(T ) linear von der Temperaturabh�angt: �ab(T ) � �ab(0) + cT: (2.5)1In der Notation von Landau und Lifschitz [Lan88] hat das Kristallgitter eine D3h-Symmetrie
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14 Die HochtemperatursupraleitungLadungstr�ager (Elektron oder Loch, je nach Art der Dotierung) mit Spin � 2f"; #g erzeugt und die �ublichen fermionischen Antivertauschungsrelationenfci�; cyj�0g = �ij���0 ; (2.7)fcyi�; cyj�0g = fci�; cj�0g = 0 (2.8)erf�ullt. ni� = cyi�ci� z�ahlt die Anzahl der Ladungstr�ager auf dem i-ten Platz mitSpin �. t ist der Hoppingparameter, der die Wahrscheinlichkeit f�ur das H�upfender Elektronen zu benachbarten Gitterpl�atzen reguliert, und U ist ein Ma� f�urdie Absto�ung zweier Elektronen am selben Platz.2.3.2 Molekularfeldn�aherungDas Hubbard-Modell konnte bisher in zwei Dimensionen noch nicht gel�ost wer-den, man ist daher auf N�aherungsverfahren angewiesen, die auf vereinfachteModelle f�uhren. F�ur eine ausf�uhrliche Beschreibung sei auf die Lehrb�ucher zudiesem Thema verwiesen [Aue94, Fra91, Tsv95], denen die folgende Darstellungzum Teil entnommen ist.Das Hubbard-Modell (2.6) l�a�t sich mit Hilfe der Antivertauschungsrelationenauf die folgende Form bringenH = �t Xhi;ji;�(cyi�cj� + h:c:)� 23UXi (Si)2 ; (2.9)wobei der Spin Operator gegeben ist durchSi = 12X��0 cyi���� ��0ci�0 : (2.10)Der Vektor ��� ��0 hat als Komponenten die Pauli-Matrizen.In der Molekularfeldn�aherung gehen wir davon aus, da� Si einen Erwartungs-wert hSii annimmt, und wir die Fluktuationen um den Erwartungswert in zwei-ter Ordnung vernachl�assigen k�onnen. Wir n�ahern alsoS2 � hSi2 + 2hSi � (S� hSi) : (2.11)Mit Mi = �4U3 hSii erhalten wir durch Einsetzen von (2.11) in (2.9) als Mole-kularfeld-HamiltonoperatorHMF = �t Xhi;ji;�(cyi�cj� + h:c:) + 38U Xi (Mi)2 +Xi Mi � Si; (2.12)beziehungsweise nach Fouriertransformation
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HMF = Z d2k(2�)2  X� �(k)n�(k) + 38U jM(k)j2 +M�(k) � S(k)! ; (2.13)mit S(k) = Z d2k0(2�)2 12X��0 cy�(k0)�����0c�0(k0 + k); (2.14)�(k) = �4t(cos kx + cos ky): (2.15)Betrachten wir ein Molekularfeld mit N�eel FormMi =M0 cos(Q � xi); (2.16)mit Q = (�; �), dann l�a�t sich HMF ausdr�ucken alsHMF = 38UM02 + Z d2k(2�)2  X� �(k)n�(k)!+ 12S(Q) �M0 + 12S(�Q) �M0:(2.17)Nach Diagonalisieren von (2.17) erh�alt man die zweifach entartete Dispersions-relation E� = �r�2(k) + 14 jM0j2; (2.18)die bei k = (�=2; �=2) einen Gap der Gr�o�e jM0j aufweist.Bei halber F�ullung werden die Elektronen das untere Band mit der DispersionE� vollst�andig belegen. Die Gesamtenergie des Systems ist in diesem FallEges = 38U jM0j2 + Z0�kx;ky�� d2k(2�)2E�(k): (2.19)M0 wird sich so einstellen, da� die Gesamtenergie minimal wird. Daraus ergibtsich f�ur M0 32U = Z0�kx;ky�� d2k(2�)2 1q�2(k) + 14 jM0j2 ; (2.20)mit der L�osung f�ur U � t jM0j � 4t� exp(�3�2tu ): (2.21)
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Abbildung 6: Die antiferromagnetische Magnetisierung S = M0=U in der Mo-lekularfeldtheorie [Sch88].In Abbildung 6 aus der Arbeit von Schrie�er, Wen und Zhang [Sch88] ist M0f�ur allgemeines U=t dargestellt.Nach der Molekularfeldtheorie nimmtM0 und damit S(Q) einen endlichen Wertan. Der Grundzustand scheint antiferromagnetisch zu sein. Au�erdem tritt einGap im elektronischen Anregungsspektrum auf. Allerdings vernachl�assigen wirin der Molekularfeldn�aherung die Dynamik des Feldes M. So gibt es aufgrunddes Goldstone-Theorems bei spontan gebrochenen Symmetrien, wie dem Anti-ferromagnetismus, masselose Goldstone-Bosonen, die in der Molekularfeldtheo-rie nicht auftauchen.2.3.3 Das t-J-ModellBetrachten wir den Fall, da� die Zahl der Elektronen nicht gr�o�er als die Zahlder Pl�atze ist. F�ur U � t ist eine St�orungsentwicklung in t=U m�oglich. Hierbeiist der Hamiltonoperator in nullter OrdnungH0 = UXi ni"ni#: (2.22)H0 ist in der Teilchenzahldarstellung des zugrundeliegenden Fockraumes F dia-gonal. Wir unterteilen den Fockraum in zwei Unterr�aumeF = S � D; (2.23)wobei S der Unterraum mit Eigenzust�anden zum Energieeigenwert null und Dder dazu senkrechte Raum ist. F�ur einen Zustand aus S sind also alle Pl�atze



2.3 Theoretische Modelle 17h�ochstens einmal besetzt, wogegen Zust�ande aus D mindestens einen doppeltbesetzten Platz haben und somit mindestens die Energie U besitzen.Wir betrachten nun den kinetischen TermH0 = �t Xhi;ji;�(cyi�cj� + h:c:) (2.24)als St�orung. Der Hamiltonoperator (2.6) hat bez�uglich der Unterteilung (2.23)die Form H = �Ps(H0 +H0)Ps PsH0PdPdH0Ps Pd(H0 +H0)Pd� ; (2.25)wobei Ps und Pd die Projektoren auf die Unterr�aume S beziehungsweise D sind.Wir suchen nun einen e�ektiven Hamiltonoperator auf dem Raum S, der dasSpektrum der niederenergetischen Anregungen richtig wiedergibt. Dazu be-trachten wir die Resolvente von HG(E) = (E �H)�1 (2.26)und de�nieren He� auf dem Unterraum S �uber die BeziehungPsG(E)Ps = (E �He�(E))�1: (2.27)Mit Hilfe der Identit�at f�ur Blockmatrizen"�A BC D��1#11 = (A�BD�1C)�1; (2.28)erh�alt manHe�(E) = PsH0Ps + PsH0 (Pd(E � (H0 +H0))Pd)�1H0Ps: (2.29)Mit der N�aherung(Pd(E � (H0 +H0))Pd)�1 � � 1U Xj nj"nj# (2.30)erhalten wir daraus das t-J-ModellHt�J = Ps0@H0 � 1U t2 Xhijihjki��0 cyi�cj�nj"nj#cyj�0ck�01APs: (2.31)



18 Die HochtemperatursupraleitungDurch Umordnen der Fermioperatoren erh�alt man mit J = 4t2=U die in derLiteratur �ubliche Form,Ht�J = Ps0@�t Xhi;ji;�(cyi�cj� + h:c:) + JXhiji (SiSj � 14ninj) +HI1APs (2.32)HI = � t22U i6=kXhijihjki X� (cyi�ck�nj)� cyi���ck � cyj���cj! : (2.33)Der Term HI beschreibt das Springen von Elektronen auf �ubern�achste Nach-barpl�atze. In der Literatur wird dieser Term h�au�g weggelassen, mit der Be-gr�undung, da� das Springen um zwei Pl�atze die antiferromagnetische Ordnungnicht zerst�ort.Bei den mit L�ochern dotierten HTS-Materialien spielen auch die p-Orbitale derSauersto�onen zwischen den Kupferpl�atzen eine Rolle, da sich hier die durch dieDotierung entstehenden L�ocher bevorzugt aufhalten. In einem 3-Band-Hubbard-Modell werden diese Orbitale ad�aquat ber�ucksichtigt. Unter der Annahme einerstarken Coulomb-Absto�ung f�ur zwei Elektronen auf demselben Cu- oder O-Platz wurde von Zhang und Rice [Zha88] das 3-Band-Hubbard-Modell auf dast-J-Modell zur�uckf�uhren.Das t-J-Modell stellt gegen�uber dem Hubbard-Modell eine wesentliche Verein-fachung dar. F�ur N Pl�atze wird die Komplexit�at des Zustandsraumes von 4Nauf 3N verringert, da doppelt besetzte Pl�atze nicht mehr auftreten. Dennoch istauch das t-J-Modell in zwei Dimensionen bisher noch nicht gel�ost.2.3.4 Das HeisenbergmodellF�ur den Fall halber F�ullung, d.h. wenn die Anzahl der Elektronen und derL�ocher gleich ist, f�allt der kinetische Term und der Term HI in (2.32) weg, dakeine Pl�atze ohne Elektronen mehr vorhanden sind, auf welche die Elektronenspringen k�onnten. Das Modell reduziert sich auf das antiferromagnetische Spin-1=2-Quanten-Heisenberg-Modell mit dem HamiltonoperatorHH = JXhiji SiSj: (2.34)Obwohl der Zustandsraum jetzt nur noch 2N Dimensionen hat, konnte auch die-ses Modell in zwei r�aumlichen Dimensionen bis heute nicht exakt gel�ost werden.Es ist bekannt, da� der Grundzustand ein Singulett ist, und man geht heutedavon aus, da� dieser langreichweitige antiferromagnetische Ordnung besitzt.Um das Heisenberg-Modell (2.34) n�aher zu untersuchen, ist es n�utzlich spin-koh�arente Zust�ande einzuf�uhrenj
 >i = eiSz�ieiSy�i j1=2; m = 1=2 >i; (2.35)



2.3 Theoretische Modelle 19die durch den Einheitsvektor
 = (sin � cos �; sin � sin�; cos �) (2.36)parametrisiert werden.Die Zustandssumme des Heisenberg-Modells ist gegeben durchZ = TrT� exp�� Z �0 d�HH� ; (2.37)wobei T� der Zeitordnungsoperator bez�uglich � ist.Mit Hilfe der spinkoh�arenten Zust�ande kann (2.37) als Pfadintegral �uber 
i(�)geschrieben werden, Z = Z  Yi D
i(�)! exp(�S[
]); (2.38)S[
] = �i12Xi ![
i] + Z �0 d�HH [
(�)]; (2.39)mit ![
i] = � Z �0 d� cos �i@��i; (2.40)HH [
(�)] = J4 Xhiji 
i � 
j: (2.41)Hierbei ist ![
i] die Berryphase. Diese mi�t die Fl�ache, die von 
i(�) auf derOber�ache der Einheitskugel umfahren wird.Mit Hilfe der Haldane Abbildung [Hal83] wird die langwellige Dynamik desQuanten-Heisenberg-Antiferromagneten f�ur Spin S � 1 auf das nichtlineareO(3) Sigma-Modell (O(3)-NLSM) abgebildet.Dabei parametrisiert man
i = �in(xi)s1� ����L(xi)S ����2 + L(xi)S ; (2.42)wobei �i = �1 so gew�ahlt wird, da� n�achste Nachbarn unterschiedliche Vorzei-chen haben. Die Vektorfelder L und n erf�ullen die Bedingungenjn(xi)j = 1 (2.43)L(xi) � n(xi) = 0 (2.44)



20 Die HochtemperatursupraleitungWir fordern weiterhin, da� n keine Fourierkomponenten gr�o�er als � besitzt,wobei � ein Abschneideparameter f�ur die relevanten Fluktuationen in (2.38)ist. n stellt somit ein lokales N�eel-Feld dar. Wir nehmen �� 1=a an, wobei adie Gitterkonstante ist. (2.38) l�a�t sich zu einem Pfadintegral �uber die FelderL und n umschreiben. Nach Ausintegrieren von L ergibt sich das nichtlineareSigma-ModellZ = Z Dn�(n2 � 1) exp��12 Z �0 d� Z� ddx ��0j@�nj2 + �sjrnj2�� (2.45)wobei die Spinstei�gkeit �s = JS2 und die Spinsuszeptibilit�at �0 = 1=(8Ja2)eingef�uhrt wurden. F�ur die Einzelheiten zu dieser Ableitung verweisen wir aufdas Buch von Auerbach [Aue94].F�ur den uns interessierenden Fall S = 1=2 gilt die obige Ableitung nicht mehr,da sich kein geeigneter Abschneideparameter � < 1=a �nden l�a�t, soda� Fluk-tuationen mit Wellenvektor gr�o�er als � nicht mehr nennenswert zur Zustands-summe beitragen. Chakravarty, Halperin und Nelson [Cha89] konnten das O(3)-NLSM aber dennoch erfolgreich zur Beschreibung von La2CuO4 benutzen. DieParameter �s und �0 wurden dabei empirisch bestimmt. Diese Parameter k�onnenauch durch Reihenentwicklungen [Sin89] und Monte-Carlo Simulationen be-stimmt werden. Numerische Rechnungen von Wiese und Ying ergeben [Wie94]�s = 0:186J und �0 = 0:0667=(Ja2), beide Parameter sind also wesentlich klei-ner als aus dem Grenzfall f�ur gro�e S zu erwarten ist.



3 Das SO(5)-ModellIn diesem Kapitel stellen wir das von Shou-Cheng Zhang zur Erkl�arung derHochtemperatursupraleitung vorgeschlagene ph�anomenologische SO(5)-Modell[Zha97] vor. Dieses Modell bildet die Grundlage f�ur die weitere Arbeit. Eineallgemeinere Darstellung �ndet man zum Beispiel in dem Artikel von Hanke,Eder und Arrigoni [Han98].3.1 Der SuperspinDie SO(5)-Theorie geht von der Beobachtung aus, da� die Hochtemperatur-supraleiter sich im wesentlichen durch die Dotierung von ihren antiferroma-gnetischen Ausgangsmaterialien unterscheiden. Man nimmt daher an, da� dieE�ekte Supraleitung und Antiferromagnetismus eine gemeinsame Ursache ha-ben. Zhang sieht diese gemeinsame Ursache in der Singulett Paarbildung derElektronen, die bei einer Temperatur TMF auftritt. Im t-J-Modell ist der J-Term f�ur diese Paarbildung verantwortlich. Bei halber F�ullung ist TMF von derGr�o�enordnung 1000K und nimmt mit zunehmender Dotierung auf 0K ab, dazus�atzliche L�ocher die Elektronenpaarbindung erschweren. TMF wird im Rah-men des SO(5) Modells mit der Pseudogap-Temperatur T � (vgl. Abbildung 5)identi�ziert.Im Gegensatz zur BCS-Theorie ist das Auftreten von Elektronpaaren aber nichtgleichbedeutend mit dem Einsetzen der Supraleitung. Erst bei einer wesentlichtieferen Temperatur bildet sich langreichweitige Ordnung aus. Beschr�anken wiruns auf die mit L�ochern dotierten HTS-Materialien wie La-Sr-Cu-O, so h�angtdie Art dieser Ordnung von der Anzahl der L�ocher im System ab.Es ist zweckm�a�ig, die Anzahl der L�ocher �uber ein chemisches Potential � zuregulieren. � ist die durch Addition eines Loches gewonnene Energie. Aus derThermodynamik folgt, da� zwischen � und der Anzahl der L�ocher im System einzwar monotoner aber nicht notwendigerweise trivialer Zusammenhang besteht.Wir eichen das chemische Potential so, da� bei halber F�ullung � = 0 ist.Sind nur wenige L�ocher vorhanden, so ordnen sich die koh�arent gebundenenElektronpaare r�aumlich zu einer kristallartigen Struktur an und es bildet sichantiferromagnetische Ordnung aus. Wird die Anzahl der L�ocher erh�oht, so wirdbei einem gewissen �c die antiferromagnetische Phase auch im Grundzustanddes Systems zerst�ort sein, es tritt also selbst bei T = 0 keine antiferroma-gnetische Ordnung auf. Bei einer weiteren Erh�ohung von � kondensieren dieElektronen-Singuletts stattdessen zu einer Supra�ussigkeit, d.h. man be�ndetsich in der supraleitenden Phase. �c stellt also einen quantenkritischen Punktdar. Wird die L�ocherkonzentration weiter erh�oht, so werden die Elektronensin-guletts selbst zerst�ort, d.h. TMF ist auf 0K abgesunken. Dieses Szenario ist in21
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Abbildung 7: Phasendiagramm mit quantenkritischem Punkt �c. TN ist dieN�eeltemperatur, TP und TS sind Crossovertemperaturen, unterhalb derer sichder Superspin in der AF oder SC-Ebene be�ndet [Zha97].Abbildung 7 dargestellt. Daneben sind auch Szenarien mit mehr als einem �cm�oglich, auf die aber im folgenden nicht n�aher eingegangen wird.Der Ordnungsparameter der antiferromagnetischen Phase, ist der N�eel Vektor,der als der Erwartungswert des folgenden Vektoroperators de�niert ist:N =Xk��0 cyk+Q;������0ck;�0 : (3.1)Dabei sind die Operatoren cyk;i und ck;i Elektronen-Erzeugnungs- und Vernich-tungsoperatoren zum Impuls k und Spin � 2 f"; #g, und Q = (�; �) ist der an-tiferromagnetische Ordnungsvektor. Der N�eel-Ordnungsparameter hat SO(3)-Symmetrie. Die Generatoren dieser Symmetriegruppe sind die drei Komponen-ten des Gesamtspins S.Der Ordnungsparameter der supraleitenden Phase ist gegeben durch den Er-wartungswert der OperatorenRe(	) = �y +�; (3.2)Im(	) = �i(�y ��); (3.3)(3.4)



3.1 Der Superspin 23mit dem Cooper-Paar Operator�y = 12Xk g(k)cyk"cy�k# (3.5)und der d-Wellen Symmetriefunktiong(k) = cos kx � cos ky: (3.6)Dieser Ordnungsparameter besitzt die U(1)-Symmetrie. Als Generator dieserSymmetriegruppe dient die GesamtladungQ = 12(#Elektronen�#Gitterpl�atze): (3.7)Zhangs wesentliche Idee besteht nun darin, diese beiden drei- und zweidimen-sionalen Ordnungsparameter zu einem f�unfdimensionalen Ordnungsparameter,dem \Superspin" n zusammenzufassen,n1 = Re(	) (3.8)n2 = Nx (3.9)n3 = Ny (3.10)n4 = Nz (3.11)n5 = Im(	) (3.12)und f�ur diesen Ordnungsparameter eine SO(5)-Symmetrie zu fordern.Die SO(5)-Gruppe hat 10 Generatoren. Von diesen sind 4 die bekannten Ge-neratoren der SO(3) und U(1) Untergruppe. Die restlichen 6 Generatoren sinddie von Demler und Zhang [Dem95] gefundenen ���-Operatoren,�y� =Xk g(k)cyk+Q;�(��� y)��0cy�k;�0; (3.13)�� = (�y�)y (3.14)wobei � die Werte x, y, oder z annimmt.Die zehn Generatoren Lab = �Lba der Liealgebra zu SO(5) erf�ullen die Vertau-schungsrelation [Lab; Lbc] = i(�acLbd � �adLbc � �bcLad�bdLac): (3.15)wobei die a, b, c und d von 1 bis 5 laufen.



24 Das SO(5)-ModellW�ahlt man die Generatoren wie folgt,Lab = 266664 0 �(�yx + �x) �(�yy + �y) �(�yz + �z) �Q�yx + �x 0 Sz �Sy i(�yx � �x)�yy + �y �Sz 0 Sx i(�yy � �y)�yz + �z Sy �Sx 0 i(�yz � �z)Q �i(�yx � �x) �i(�yy � �y) �i(�yz � �z) 0
377775ab(3.16)so wird (3.15) erf�ullt.Die ���-Operatoren erzeugen eine Drehung aus der antiferromagnetischen Hy-perebene in die supraleitende Hyperebene. Anders als die �ubrigen Generatorenvertauschen die ���-Operatoren nicht mit dem Hamiltonoperator des t-J-Models.Laut Zhang [Zha97] gilt aber die Beziehung[Ht�J; �y�] � !0�y� (3.17)mit !0 = J(1 � n)=2 � 2�, wobei n die Elektronendichte und J der aus demt-J-Modell bekannte Parameter ist. Die ���-Operatoren sind hiernach also n�ahe-rungsweise Eigenoperatoren des t-J-Models. Dies wird auch durch numerischeRechnungen von Demler et al. [Dem97b] untermauert.Das Entstehen von Supraleitung und Antiferromagnetismus wird mit dem Ver-halten des Superspins in Verbindung gebracht. Das Ausbilden von Elektronen-singuletts unterhalb der Mean-Field Temperatur TMF bedeutet, da� der Super-spin einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Dieser �Ubergang l�a�t sichdurch ein Ginzburg-Landau-PotentialF = ajnj2 + bjnj4 (3.18)beschreiben, wobei a bei TMF das Vorzeichen wechselt. Im folgenden ber�uck-sichtigen wir nur die Richtung nicht aber den Betrag des Superspins und setzendaher jnj = 1: (3.19)Dadurch wird allerdings das Abfallen von TMF bei zunehmender Dotierungnicht ber�ucksichtigt, was sich als problematisch herausstellt.Die Richtung des Superspins ist bei Temperaturen wenig unterhalb von TMFnoch nicht festgelegt. Das System besitzt also noch die volle SO(5)-Symmetrie,und damit keine Ordnung.Bei weiterem Abk�uhlen wird das System supraleitend oder antiferromagnetisch.In der Sprache des Superspin bedeutet ein �Ubergang zur supraleitenden Phase,da� der Superspin einen festen Wert in der (n1; n5)-Hyperebene annimmt. Ana-log bedeutet ein �Ubergang zur antiferromagnetischen Phase, da� der Superspin



3.2 Beschreibung durch das nichtlineare Sigma-Modell 25einen festen Wert in der (n2; n3; n4)-Hyperebene annimmt. Dadurch werden dieTemperaturen Tc und TN in Abbildung 7 de�niert. Die ebenfalls in Abbildung 7eingezeichneten TP und TS sind die Temperaturen, ab denen sich der Superspinzwar in der antiferromagnetischen bzw. supraleitenden Ebene be�ndet, jedochin dieser noch keinen festen Wert angenommen hat.Die bei der Symmetriebrechung bevorzugte Ebene mu� vom chemischen Po-tential abh�angen, damit der experimentell beobachtete Einu� der Dotierungrichtig ber�ucksichtigt werden kann.3.2 Beschreibung durch das nichtlineare Sigma-ModellZur quantitativen Beschreibung der bisherigen �Uberlegungen wurde von Zhangdas anisotrope quanten nichtlineare Sigma-Modell mit f�unfdimensionalem Spin-raum (SO(5)-NLSM) vorgeschlagen. Auf diesem Modell basieren alle weiterenquantitativen Betrachtungen dieser Arbeit.Experimentell beobachtet man, da� mit zunehmender Dotierung ein �Ubergangvom Antiferromagneten zum Supraleiter statt�ndet. Durch die Dotierung wirddie Anzahl der L�ocher (bei p-artigen Supraleitern) im System erh�oht.Um dieses Verhalten in unserem Modell zu reproduzieren, m�ussen im nieder-energetischen Hamiltonoperator anisotrope Terme auftauchen, welche die beihohen Temperaturen vorhandene SO(5)-Symmetrie brechen. Weiterhin m�ussendiese Terme von der Dotierung, beziehungsweise in der gro�kanonischen Formu-lierung vom chemischen Potential � abh�angen. Da die undotierten (� = 0) Ba-sismaterialien Antiferromagnete sind, m�ussen die anisotropen Terme so gew�ahltwerden, da� bei � = 0 die antiferromagnetische Hyperebene bevorzugt wird.Das von Zhang eingef�uhrte nichtlineare Sigma-Modell geht von folgender Ha-miltondichte (t = i�) aus:Ha =Xa<b �ab2 !ab(x)2 +Xa<b �ab2 [vkab(x)]2 + V (n); (3.20)mit vkab = na@knb � nb@kna; (3.21)!ab = na(@�nb � iBbcnc)� nb(@�na � iBacnc): (3.22)Hierbei sind die Bab �au�ere Potentiale, die an die einzelnen Spinkomponen-ten ankoppeln. In unserem Fall ist der einzige von Null verschiedene EintragB15 = �B51 = 2�. Dadurch wird die Kopplung des chemischen Potentials andie Ladung beschrieben.Au�erdem tritt in (3.20) der PotentialtermV (n) = �g2(n22 + n23 + n24) (3.23)



26 Das SO(5)-Modellauf, wobei g eine Kopplungskonstante ist, die die St�arke der Anisotropie regu-liert. Damit bei � = 0 die antiferromagnetische Hyperebene bevorzugt wird,setzt man g > 0. Dadurch erreicht man, da� bei halber F�ullung das Systemantiferromagnetisch ist.Die Konstanten �ab und �ab h�angen auf folgende Weise mit der Spinsuszepti-blilit�at �s, der Ladungskompressibilit�at �c, der Spinstei�gkeit �s und der La-dungsstei�gkeit �c zusammen:�c = �15 �c = �15 (3.24)�s = �23 = �24 = �34 �s = �23 = �24 = �34: (3.25)Zus�atzlich werden nun noch eine \�-Suszeptibilit�at" und eine \�-Stei�gkeit"de�niert, �� = �12 = �13 = �14 (3.26)�� = �12 = �13 = �14; (3.27)die das dynamische Verhalten des Systems bei Drehungen aus der supraleitendenEbene in die antiferromagnetische Ebene beschreiben.Durch Ausmultiplizieren der Ankopplung des chemischen Potentials erhaltenwir aus (3.20) Ha =Xa<b �ab2 ~!ab(x)2 +Xa<b �ab2 [vkab(x)]2 + Veff(n); (3.28)mit ~!ab = na@�nb � nb@�na; (3.29)Ve�(n) = �g2(n22 + n23 + n24)� (2�)22 (n21 + n25)[�c(n21 + n25) + ��(n22 + n23 + n24)]: (3.30)Die gro�kanonische Zustandssumme hat also die FormZ = Z [dna]�(n2 � 1) exp(� Z �0 d� Z ddxHa): (3.31)Dieses Modell stellt eine anisotrope Verallgemeinerung des ausgiebig untersuch-ten O(N)-NLSM dar. In diesem allgemeinen Fall wird eine Anisotropie in denMaterialkonstanten �ab und �ab und im e�ektiven Potential Ve� angenommen.Zur Vereinfachung werden wir uns im folgenden auf den Fall beschr�anken, da�keine Anisotropie in den Suszeptibilit�aten und Stei�gkeiten auftritt:� = �c = �s = ��; (3.32)� = �c = �s = ��: (3.33)



3.3 Momentaner Stand der SO(5)-Theorie 27Dadurch vereinfacht sich Ve� zuVe� = ge�2 (n21 + n25); (3.34)mit ge� = g � (2�)2�; (3.35)und Ha wird zu H = �2Xb (@�n)2 + �2Xb (rn)2 + Ve� : (3.36)Durch diese Vereinfachungen erreicht man ein Phasendiagramm wie in Abbil-dung 7 mit einem quantenkritischen Punkt �c. Im allgemeinen sind zwei quan-tenkritische Punkte mit entsprechend komplexeren Phasendiagrammen m�oglich,die hier aber nicht weiter betrachtet werden.3.3 Momentaner Stand der SO(5)-TheorieSeit die SO(5)-Theorie im Januar 1997 von Zhang vorgeschlagen wurde, wirdsie unter Physikern der kondensierten Materie kontrovers diskutiert [Dem97b,Bas97, Gre97, And97, Lau97]. Eine abschlie�ende Beurteilung ist somit nochnicht m�oglich, sondern Gegenstand der aktuellen Forschung.F�ur die Theorie spricht, da� sie wichtige Eigenschaften des relativ komplizier-ten Phasendiagramms der Kuprate qualitativ erkl�aren kann, insbesondere dasgemeinsame Auftreten von Antiferromagnetismus und Supraleitung. Weiterhinbietet die SO(5)-Theorie eine Erkl�arung f�ur die experimentell beobachteten\41 meV -Moden" [Moo93]. Dabei handelt es sich um einen im magnetischenSpektrum von Y Ba2Cu3O7 bei einem reziproken Gittervektor (�; �) und Ener-gie um 41meV auftreten Peak, der in Neutronenstreuexperimenten beobachtetwird. Diese Mode wird in der Arbeit von Demler und Zhang [Dem95] als Eigen-mode zu den approximativen Eigenoperatoren �y� des Hamiltonoperators (vgl.(3.17)) interpretiert.Kritisiert wird vor allem die fehlende mikroskopische Rechtfertigung der Theo-rie. Bisher konnte das SO(5)-Modell nicht analytisch aus einer allgemein akzep-tierten mikroskopischen Beschreibung, wie etwa dem Hubbard- oder dem t-J-Modell abgeleitet werden. Numerische Rechnungen von Meixner et al. [Mei97]deuten aber darauf hin, da� das Hubbard-Modell eine approximative SO(5)-Symmetrie aufweist. Dabei wurde mit exakter Diagonalisierung die G�ultigkeitvon (3.17) getestet. Die Interpretation dieser Ergebnisse ist aber noch umstrit-ten [Gre97].Baskaran und Anderson [Bas97] haben auch darauf hingewiesen, da� im SO(5)Modell Kopplungen an die �ubern�achsten Nachbarn nicht ber�ucksichtigt werden,



28 Das SO(5)-Modellobwohl diese von derselben Gr�o�enordnung sind wie die Kopplungen an dien�achsten Nachbarn. Da die Kopplungen an die �ubern�achsten Nachbarn nicht mitden ���-Operatoren kommutieren, wird die SO(5)-Symmetrie dadurch zumindestabgeschw�acht, eventuell sogar ganz aufgehoben. Dieser Punkt ist noch ungekl�artund bedarf einer weiteren Untersuchung.Neuere numerische Rechnungen zeigen, da� die SO(5)-Symmetrie in gekoppeltenSpin-Ketten sehr gut verwirklicht ist [Duf98, Ede98]. Es ist aber nicht gekl�art,welche Implikationen sich daraus f�ur den zweidimensionalen Fall ergeben.Ein weiteres Kriterium f�ur die Brauchbarkeit der Theorie ist, ob sich damit ex-perimentelle Eigenschaften der Kuprate beschreiben lassen. So gibt es zum Bei-spiel Untersuchungen von Demler et al. [Dem97a], die aus der SO(5)-Symmetriebeobachtbare E�ekte in Zusammenhang mit dem Josephson-E�ekt [Jos62] vor-hersagen.In dieser Arbeit werden die Methoden der Renormierungsgruppe und der 1=N -Entwicklung angewendet, um experimentell beobachtbare E�ekte des SO(5)-Modells vorhersagen zu k�onnen und so einen Beitrag zur Beurteilung der Theo-rie su leisten.



4 Die Renormierungsgruppe4.1 Allgemeines zur RenormierungsgruppeDie Renormierungsgruppe (RG) wurde in ihrer heutigen Form von Wilson[Wil70] Anfang der siebziger Jahre eingef�uhrt, nachdem schon wichtige Vor-arbeiten von Kadano� [Kad66] geleistet worden waren. Seither hat sich die RGin verschiedenen Bereichen der Physik bew�ahrt und kann inzwischen als Stan-dardwerkzeug betrachtet werden. Insbesondere die Anwendung der RG auf dieTheorie der kritischen Ph�anomene war au�erordentlich erfolgreich.Die Idee der RG besteht darin, da� ausgehend von der mikroskopischen Be-schreibung eines System durch schrittweises Ausintegrieren der kurzwelligenFreiheitsgrade e�ektive Hamiltonoperatoren auf gr�o�eren L�angenskalen konstru-iert werden. Diese Hamiltonoperatoren und damit die Systemparameter sollenstetig von der Skala abh�angen.4.2 Das anisotrope quanten nichtlineare Sigma-Model4.2.1 Verallgemeinerung des SO(5)-ModellsDas SO(5)-Modell l�a�t sich, wie in Kapitel 2 gezeigt, in seiner einfachsten Formauf ein anisotropes quanten NLSM (3.31) bringen:Z = Z Dna�(n2 � 1) exp(� Z �0 d� Z ddxH); (4.1)mit der Hamiltondichte (3.36)H = �2 Xb=1:::5(@�nb)2 + �2 Xb=1:::5(rnb)2 + ge�2 (n21 + n25): (4.2)Das Ziel ist es nun f�ur dieses Modell die RG-Gleichungen aufzustellen und zul�osen.Die folgende Herleitung der RG-Gleichungen folgt in gro�en Teilen den Arbei-ten von Nelson und Pelkovits [Nel77] sowie Chakravarty, Halperin und Nelson[Cha89].F�ur die Rechnung betrachten wir das allgemeine quanten NLSM in d Dimen-sionen und N Spinkomponenten, von denen K eine Anisotropie besitzen:Z = Z DnaY�;x �(n2 � 1) exp(�Se�) (4.3)mit Se� = Z �0 d� Z��1 ddx��2 (@�n)2 + �2(rn)2 + ~g( KXi=1 n2i )�; (4.4)29



30 Die Renormierungsgruppewobei n ein N -komponentiges Feld darstellt, und ~g � 0 ist.Aus dem allgemeinen anisotropen NLSM erhalten wir das SO(5)-Modell durchfolgende Parameterwahl zur�uck:~g = ge� ; K = 2; N = 5; d = 2 f�ur ge� � 0,~g = �ge� ; K = 3; N = 5; d = 2 f�ur ge� < 0. (4.5)Dabei wurde benutzt, da� wegen jnj = 1ge�(n21 + n25) = �ge�(n22 + n23 + n24) + ge� (4.6)gilt, und der konstante Term ge� nicht zur Dynamik beitr�agt.4.2.2 Einf�uhren von dimensionslosen VariablenDas Integral �uber die r�aumliche Dimension enth�alt einen Ultraviolett-Cuto�, derdurch den Abschneideparameter � kontrolliert wird. Dadurch werden bei derIntegration Fluktuationen mit einem Wellenvektor gr�o�er als � nicht ber�uck-sichtigt. Da die SO(5)-Theorie der Kontinuumslimes einer diskreten Theorieauf einem Gitter ist, ist der Abschneideparameter durch die inverse Gitterl�angedes Systems bestimmt. Durch die Substitution x0 = �x erreicht man, da� dieRaumintegration bei eins abgeschnitten wird. Au�erdem ist es n�utzlich Se� inden folgenden Variablen zu schreiben:x0 = �r���; (4.7)u = �r���; (4.8)c = �2�d� ; (4.9)g0 = 2g�2�: (4.10)Somit wird Se� zuSe� = 12c Z u0 dx0 Z ddx0�(@0n)2 + (rn)2 + g0( KXi=1 n2i )�: (4.11)Durch den g0-Term in (4.11) wird der N-dimensionale Spinraum in zwei Hy-perebenen mit (N � K) und K Dimensionen unterteilt. Ebenso wird die ur-spr�unglich vorhandene SO(N) Symmetrie zu einer SO(N �K)�SO(K) Sym-metrie gebrochen. Bei positivem g0 wird sich n(x) vorzugsweise in der (N�K)-Hyperebene aufhalten, d.h. es isthn2ai < hn2bi f�ur 1 � a � K, K + 1 � b � N (4.12)



4.2 Das anisotrope quanten nichtlineare Sigma-Model 314.2.3 Entwicklung um VorzugsrichtungDer Grundzustand hat somit eine SO(N � K)-Symmetrie. Um eine Entwick-lung um eine Vorzugsrichtung durchzuf�uhren, brechen wir diese noch vorhan-dene Symmetrie durch Einf�uhren eines externen Magnetfeldes H, das an eineSpinkomponente in der (N �K)-Ebene ankoppelt:Se� ! Se� + SH (4.13)SH = �H Z �0 d� Z��1 ddx nN(x; �) = �hc Z u0 dx0 Z ddx0 nN (4.14)mit h =r����(1+d)cH: (4.15)Dadurch erreicht man, da� n(x) sich vorzugsweise in Richtung der N -ten Kom-ponenten ausrichtet. Da es sich bei H um ein externes physikalisches Feld han-delt, bleibt es unter der RG invariant. Das Feld H wird lediglich zur Vereinfa-chung der Rechnung eingef�uhrt. Am Ende der Rechnung betrachten wir nur dieErgebnisse im Limes H ! 0.Alternativ zur Einf�uhrung eines Magnetfeldes, wird in der Literatur auch h�au�geine ortsabh�angige Vorzugsrichtung f�ur langwellige Fluktuationen verwendet[Aue94, Pol75]. In der Arbeit von Nelson und Pelcovits [Nel77] wird gezeigt,da� beide Ans�atze f�ur das isotrope NLSM die gleichen Ergebnisse liefern.In den neuen Variablen ��� = (n1; : : : ; nN�1) � = nN (4.16)erh�alt man (die Striche an den x werden weggelassen)Se� = 12c Z u0 dx0 Z ddx�(@����)2 + (��� � @����)21� ���2 + g0( KXi=1 �2i )� 2hp1� ���2�(4.17)und Z = Z D���D�Yx0;x �(���2 + �2 � 1) exp(�Se� [���; �]) (4.18)= Z D���Yx0;x 1p1� ���2 exp��Se� [���;p1� ���2]� (4.19)= Z D��� exp��Se� � �2 Z u0 dx0 Z ddx ln(1� ���2)� (4.20)= Z D��� exp��S 0e��; (4.21)



32 Die Renormierungsgruppewobei �uber � integriert wurde. � l�auft von 0 : : : d. Das � bezeichnet die \Dichte"der Freiheitsgrade pro Raum-Zeit-Volumen. Die letzte Gleichung de�niert eineneue e�ektive Wirkung S 0e� .Als n�achstes wird S 0e� bis zur 4. Ordnung in ��� entwickelt und zur Fourierdar-stellung �ubergegangen,���(x0;x) =X!n Z ddk(2�)d���(!n;k)ei(!nx0+kx): (4.22)Hierbei wurden die Matsubarafrequenzen !n = 2�n=u; (n = 0;�1;�2; : : : )eingef�uhrt. Die Summe �uber !n l�auft von n = �1 : : :1. Die e�ektive WirkungS 0e� l�a�t sich schreiben als (mit der Abk�urzung qi = (!ni;ki))S 0e� = u2c 1Xn=�1Z ddk(2�)d N�1Xa=1 (!2n + k2 + g0 KXi=1 �ia + h)�a(q)�a(�q)+ u2c Xn1;::: ;n4 Z ddk1 : : : ddk4(2�)4d (�!n2!n4 � k2 � k4 + 14h)� �a(q1)�a(q2)�b(q3)�b(q4)(2�)d�(q1 + � � �+ q4)� �u2 Xn Z ddk(2�)d�a(q)�a(�q)� �u4 Xn1;::: ;n4 Z ddk1:::ddk4(2�)4d �a(q1)�a(q2)�b(q3)�b(q4)(2�)d�(q1 + � � �+ q4):(4.23)Aus dem ersten Term in (4.23) folgt f�ur den Propagator der ���-Felderh�a(q)�b(�q)i = cu 1!2n + k2 + g0PKi=1 �ia + h: (4.24)Au�erdem erkennt man aus (4.23), da� noch die folgenden Vertizes existieren:



4.2 Das anisotrope quanten nichtlineare Sigma-Model 33
= u2c(�!n2!n4 � k2k4)
= 18 uc h= ��2u= ��4uHierbei bedeuten durchgezogene Linien, Felder mit gleichem Index. Linien miteinem Querstrich deuten auf einen Beitrag proportional zu q = (!n;k) hin.4.2.4 Das Absch�alverfahrenUm nun die Renormierung durchzuf�uhren, wenden wir das Absch�alverfahrenan, das von Hertz zum ersten mal auf quantenkritische Ph�anomene angewendetwurde [Her77]. Dazu werden die Impulse wie folgt in zwei Klassen eingeteilt:(der Impuls-Cuto� in (4.23) war auf eins normiert)0 � k< � e�l; (4.25)e�l � k> � 1: (4.26)Die Feynmangraphen, die Impulse k> enthalten, werden ausintegriert und ihreBeitr�age durch ver�anderte Kopplungskonstanten der neuen e�ektiven Wirkung,die nun f�ur Impulse k< gilt, ausgedr�uckt. Dabei beschr�anken wir uns auf Bei-tr�age von Diagrammen mit nur einem inneren Impuls (Ein-Loop-Ordnung). DieBeitr�age zum Propagator in dieser Ordnung sind in Abbildung 8 dargestellt.Die Renormierbarkeit des Modells beweisen wir hier nicht allgemein, sondernverweisen auf Amit [Ami84], Appendix 6-1. Allerdings sieht man bei der im fol-genden durchgef�uhrten Rechnung die Renormierbarkeit bis zur ersten Ordnungexplizit.



34 Die Renormierungsgruppe

(d)

(c)(a) (b)

(e)Abbildung 8: Graphen, die zur Renormierung des Propagators beitragen4.2.5 Renormierung des PropagatorsZun�achst betrachten wir die Renormierung des ersten Terms in (4.23), der sichwie folgt aufteilt:S(1) = u2cX!n Z ddk(2�)d�N�1Xa=1 (!2n + k2)�a(q)�a(�q) (4.27)+ KXa=1(g0 + h)�a(q)�a(�q) + N�1Xa=K+1h�a(q)�a(�q)�: (4.28)Die Beitr�age der Renormierung zu (4.27) k�onnen entweder proportional zu!2n + k2 oder unabh�angig von !n und k sein. Das einzige Ein-Loop-Diagramm,das einen Beitrag proportional zu !2n + k2 liefert, ist das Diagramm in Ab-bildung 8 (a). Durch Ausintegrieren der inneren Impulse k> erh�alt man, beifestgehaltenem �au�erem Impuls, den Beitrag:X!n0 Zk> ddk0(2�)d u2c(!2n + k2)�a(!n;k)�a(�!n;�k)h�a(!n0;k0)�a(�!n0;�k0)i= 12(!2n + k2)�a(q)�a(�q)I loopa ; (4.29)wobei die Abk�urzung I loopa f�ur den folgenden Ausdruck steht:I loopa =X!0n Zk> ddk0(2�)d 1k02 + !0n2 + h+ g0PKi=1 �ia : (4.30)Das Ziel ist es nun die e�ektive Wirkung f�ur die niedrigen Impulse in renor-mierten Variablen so zu schreiben, da� man wieder die Form in (4.23) erh�alt.



4.2 Das anisotrope quanten nichtlineare Sigma-Model 35Umschreiben auf renormierte Gr�o�enDurch Umskalieren von k erreicht man, da� die Impulsintegrale wieder beieins abgeschnitten werden: k0 = elk (4.31)Hier und im folgenden werden renormierte Gr�o�en durch Striche kenntlich ge-macht. Um die \lorentzinvariante" Form des Faktors (!2n + k2) in (4.23) beizu-behalten, m�ussen auch !n und u entsprechend umskaliert werden:!0n = el!n = el 2�nu (4.32)u0 = e�lu (4.33)Zudem werden auch die Felder �a umskaliert. Durch die vorhandene Anisotropiegibt es im allgemeinen zwei verschiedene Skalierungsfaktoren, ��a�K und ��a>K ,die wie folgt de�niert sind: ��a�K�0a�K = �a�K (4.34)��a>K�0a>K = �a>K (4.35)Durch den Beitrag von (4.29) zum ersten Term in (4.27) und die beschriebenenUmskalierungen ergeben sich f�ur die renormierte Kopplungskonstante (uc )0 diebeiden Gleichungen �uc �0 = �2�a�Ke�(d+2)l�uc + I loopa�K�; (4.36)�uc �0 = �2�a>Ke�(d+2)l�uc + I loopa>K�; (4.37)die einen Zusammenhang zwischen ��a�K und ��a>K herstellen.Mit Hilfe der Euler-Formel [Eul48]1X�=�1 1x2 + �2 = �x coth(�x); (4.38)l�a�t sich die Summation in (4.30) ausf�uhren. In der ersten Ordnung in l erh�altman: I loopa�K = 1� d2 2d�(d2) lup1 + h+ g0 coth(u2p1 + h+ g0); (4.39)I loopa>K = 1� d2 2d�(d2) lup1 + h coth(u2p1 + h): (4.40)



36 Die RenormierungsgruppeVon !n und k unabh�angige Beitr�ageAls n�achstes betrachten wir die Beitr�age zu (4.27), deren Koe�zienten nichtvon !n und k abh�angen. Diese Beitr�age stammen von Feynmandiagrammen,die genau zwei �au�ere Verbindungen ohne Querstrich haben. Die in der Ein-Loop-Ordnung relevanten Diagramme sind in Abbildung 8 (b)-(e) dargestellt.Der Beitrag durch das Diagramm (b) lautet(b) = 2 N�1Xb=1 X!0n Zk> ddk0(2�)d u8ch cu 1k02 + !0n2 + h+ g0PKi=1 �ib�a(q)�a(�q) (4.41)= 14h�KI loopb�K + (N � 1�K)I loopb>K��a(q)�a(�q): (4.42)Der Faktor 2 in (4.41) ist der Symmetriefaktor des Feynmandiagrammes. DieSumme �uber b, beschreibt die Tatsache, da� jede Feldkomponente, unabh�angigvon der Komponente des �au�eren Feldes im Loop auftreten kann.Die Diagramme (c) bis (e) liefern den Beitrag(c) + (d) + (e) = �12g0� KXi=1 �ia�I loopa �a(q)�a(�q)�: (4.43)Insgesamt ergibt sich somit von den Diagrammen (b) bis (e) der BeitragRa = (b) + (c) + (d) + (e)= ��14hK � 12g0( KXi=1 �ia)�I loopb�K + 14h(N � 1�K)I loopb>K��a(q)�a(�q): (4.44)Man bemerkt, da� Ra f�ur h = 0 und g0 = 0 verschwindet. Die Theorie istin dieser Ordnung also konsistent renormierbar, ohne da� neue Terme in derrenormierten Wirkung auftreten. Alle durch das Absch�alen der hohen Impulseausintegrierten Beitr�age zur Wirkung k�onnen durch Anpassen (Renormieren)der Parameter absorbiert werden.Um zu bestimmen, wie die Parameter des Systems renormiert werden, wirdder Beitrag Ra zu (4.27) hinzuaddiert. Dabei m�ussen wegen der Anisotropiedie Feldkomponenten �a�K und �a>K getrennt betrachtet werden. Nach derUmskalierung der Felder und Impulse durch (4.31-4.35) erh�alt man die folgenden



4.2 Das anisotrope quanten nichtlineare Sigma-Model 37renormierten Koe�zienten der Feldkomponenten:�(h+ g0)uc �0 = �2�a�Ke�ld� �(h+ g0)uc + 2�(14hK � 12g0)I loopb�K+ 14h(N � 1�K)I loopb>K�� ; (4.45)�huc �0 = �2�a>Ke�ld� �huc + 214h(KI loopb�K + (N � 1�K)I loopb>K)�: (4.46)An dieser Stelle ist es n�utzlich, die neue Variable t einzuf�uhren,t = cu = �1�d� 12� 32� : (4.47)Die Gleichungen (4.45) und (4.46) enthalten noch die unbekannten Faktoren��a�K und ��a>K . Da ht ein physikalisches Magnetfeld darstellt, gilt�ht�0 = �huc �0 = ��a>K ht : (4.48)Zusammen mit (4.46) folgt��a>K = eld�1� t2 �KI loopb�K + (N � 1�K)I loopb>K�� : (4.49)Diese einfache Ableitung von ��a>K ist der eigentliche Grund f�ur die Einf�uhrungdes Magnetfeldes h. Ansonsten m�u�te ��a>K aus der Renormierung der Vertizesgewonnen werden, was wesentlich aufwendiger ist, aber zu gleichen Ergebnissenf�uhrt [Nel77].��a�K erh�alt man durch Gleichsetzen von (4.36) und (4.37):��a�K = eld�1� t2 �(K + 1)I loopb�K + (N � 2�K)I loopb>K�� : (4.50)Somit ergibt sich f�ur das renormierte t0 in erster Ordnung in l:t0 = e�(d�2)lt�1 + t(KI loopb�K + (N � 2�K)I loopb>K)� (4.51)= t (1� (d� 2)l + (KF< + (N �K � 2)F>)l) ; (4.52)



38 Die Renormierungsgruppewobei folgende Abk�urzungen eingef�uhrt wurden:F< = tl I loopb�K = 1� d2 2d�(d2) cp1 + h + g0 coth( c2tp1 + h+ g0); (4.53)F> = tl I loopb>K = 1� d2 2d�(d2) cp1 + h coth( c2tp1 + h): (4.54)4.2.6 Die expliziten RG-GleichungenAus (4.52) erh�alt man folgende Di�erentialgleichung f�ur t(l):dtdl = �(d� 2)t+ t(KF< + (N � 2�K)F>): (4.55)Auf �ahnliche Weise �ndet man aus (4.45) und (4.46) Di�erentialgleichungen f�urg0, h und c: dg0dl = 2g0 � ((2g0 + h)f< � hF>) ; (4.56)dhdl = 2h+ h2 (KF< + (N � 3�K)F>) ; (4.57)dcdl = �(d� 1)c+ c (KF< + (N � 2�K)F>) : (4.58)Die Gleichungen (4.55) bis (4.58) stellen das Hauptergebnis dieses Kapitels dar.Im klassischen Grenzfall t� cp1 + g0 und f�ur h = 0 vereinfachen sich F< undF> zu F< = 1� d2 2d�(d2) 2t1 + g0 ; (4.59)F> = 1� d2 2d�(d2)2t: (4.60)Setzt man noch d = 2 + � und K = 1, so ergeben sich aus (4.55) und (4.56)dtdl = ��t + 12� �t2 (N � 3)(1 + g) + 11 + g � ; (4.61)dgdl = 2g � 1� tg1 + g ; (4.62)was mit den Ergebnissen von Nelson und Pelcovits [Nel77] f�ur den Fall einerAnisotropierichtung im klassischen NLSM �ubereinstimmt. F�ur g0 = 0 vereinfa-



4.3 Auswertung und Diskussion der RG-Gleichungen 39chen sich (4.55), (4.57) und (4.58) zudtdl = �(d� 2)t+ t(N � 2)F>; (4.63)dhdl = 2h+ h2 (N � 3)F>; (4.64)dcdl = �(d� 1)c+ c(N � 2)F>: (4.65)Dies sind die aus der Arbeit von Chakravarty, Halperin und Nelson [Cha89]bekannten RG-Gleichungen f�ur das isotrope quanten NLSM.Die in diesem Kapitel gefundenen Gleichungen (4.55) bis (4.58) stellen alsoeine konsistente Verallgemeinerung von bereits in der Literatur behandeltenSpezialf�allen dar.4.3 Auswertung und Diskussion der RG-GleichungenZur Auswertung von (4.55) bis (4.58) setzen wir das aus rechentechnischenGr�unden eingef�uhrte Magnetfeld h gleich Null. Damit verschwindet auch konsi-stenterweise die rechte Seite von (4.57). Die restlichen drei Gleichungen werdennun f�ur das SO(5) Modell spezialisiert. Dazu w�ahlen wir die Parameter N; K,und g0 entsprechend den Gleichungen (4.5) und geben dem System die e�ek-tive Dimension d = 2 + �. Dieses � ist im streng zweidimensionalen Fall Null.In zwei Dimensionen erwartet man aufgrund des Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorems, da� bei endlicher Temperatur eine kontinuierliche Symmetrie nichtspontan gebrochen wird [Hoh67]. Bei den realen HTS-Materialien handelt essich aufgrund der Kopplung J? zwischen den Kupferdioxid-Ebenen aber umdreidimensionale Systeme, in denen sich langreichweitige Ordnungen wie Anti-ferromagnetismus und Supraleitung ausbilden k�onnen. Da J? aber viel kleinerals die Kopplung J innerhalb der Ebene ist, verh�alt sich das System auf kleinenSkalen wie ein zweidimensionales System. Erst auf einer Skala �2 � Ja2=J?kann das System in eine dreidimensionale Universalit�atsklasse �ubergehen. Umdie dabei auftretende Fixpunktstruktur des Problems zu verstehen, betrachtenwir die F�alle � = 0 und � = 1.Die RG-Gleichungen f�ur das SO(5)-Model lauten somit (mit g = 2ge�=�2�)dgdl = 2g � 2gF<; (4.66)dtdl = (��t + t(3F<) f�ur g � 0,��t + t(2F< + 1F>) f�ur g > 0, (4.67)dcdl = (�(1 + �)c+ 3cF< f�ur g � 0,�(1 + �)c+ c(2F< + 1F>) f�ur g > 0 (4.68)



40 Die Renormierungsgruppemit F< = 14� cp1 + jgj coth( c2tp1 + jgj); (4.69)F> = 14�c coth( c2t): (4.70)Diese Gleichungen bilden ein System aus drei gekoppelten Di�erentialgleichun-gen.4.3.1 Der klassische GrenzfallZun�achst betrachten wir den klassischen Grenzfallt� c2p1 + jgj: (4.71)Die RG-Gleichungen vereinfachen sich dann zudgdl = 2g � gt�(1 + jgj) ; (4.72)dtdl = (��t + t2( 32�(1+jgj)) f�ur g � 0,��t + t2( 1�(1+jgj) + 12� ) f�ur g > 0, (4.73)dcdl = (�(1 + �)c + ct 32�(1+jgj) f�ur g � 0,�(1 + �)c + ct( 1�(1+jgj) + 12� ) f�ur g > 0. (4.74)Wir bemerken das (4.72) und (4.73) nicht mehr von c abh�angen. Die ist auch zuerwarten, da c, als Ma� f�ur die Quantenuktuationen, im klassischen Grenzfallkeine Rolle spielt.Das Gleichungssystem (4.72) und (4.73) besitzt die folgenden Fixpunkte:g = �1; t = f0; 1g; (4.75)g = 0; t = f0; 23��; 1g; (4.76)g =1; t = f0; 2��; 1g: (4.77)Da wir die RG-Gleichungen perturbativ in einer Ein-Loop-Rechnung gewonnenhaben, bedeutet Wert1 in einem der Parameter g, c oder t, da� der Parameterin dieser Ordnung divergiert. Die St�orungstheorie bricht in diesem Fall zusam-men. Dennoch ist es n�utzlich den Wert1 zuzulassen, um einen �Uberblick �uberdie Fixpunktsituation zu bekommen.Der nichttriviale Fixpunkt (g = 1; t = 2��) f�allt f�ur negative g mit dem tri-vialen Fixpunkt (g = �1; t = 1) zusammen. Das System verh�alt sich alsoqualitativ unterschiedlich f�ur positives und negatives g.
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Abbildung 9: Der RG-Flu� im klassischen Grenzfall f�ur � = 1 mit kritischenLinien. In Richtung der y-Achse ist u = g=(1+jgj) aufgetragen, u = 1 entsprichtalso g =1. In x-Richtung ist T = t aufgetragen. Die Pfeile geben lediglich dieRichtung, nicht aber den Betrag des Flusses an.



42 Die RenormierungsgruppeIn Abbildung 9 ist der RG-Flu� der Gleichungen (4.72) und (4.73) f�ur � = 1 dar-gestellt. Die durchgezogenen Linien verbinden die Fixpunkte (g = �1; t =1),(g = 0; t = 2=3��) und (g = 1; t = 2��) entlang des RG-Flusses miteinander.Zusammen mit der t-Achse teilen sie das Flu�diagramm in vier Teile ein.Rechts dieser kritischen Linien strebt der RG-Flu� gegen den Fixpunkt bei(g = 0; t = 1). F�ur Anfangsparameter in diesem Bereich ist die Anisotro-pie ein irrelevanter Parameter. Das System besitzt auf gro�en Skalen die volleSO(5)-Symmetrie. Das Verhalten des Systems wird ausschlie�lich von den ther-mischen Fluktuationen bestimmt. Es kann sich keine langreichweitige Ordnungausbilden.Links der Linien strebt das System f�ur g > 0 gegen (g = +1; t = 0) und f�urg < 0 gegen (g = �1; t = 0). Das bedeutet, da� die thermischen Fluktuatio-nen wegrenormieren, w�ahrend die Anisotropie so stark wird, da� dadurch derOrdnungsparameter auf den supraleitenden Unterraum f�ur g < 0 beziehungs-weise den antiferromagnetischen Unterraum f�ur g > 0 eingeschr�ankt wird. InAbwesenheit von Quantenuktuationen bedeutet das, da� sich langreichweitigeOrdnung ausbildet.Wir bemerken weiterhin, da� insbesondere f�ur Anfangsparameter nahe der kri-tischen Linie, das System sich erst auf einer recht gro�en Skala f�ur einen derstabilen Fixpunkte entscheidet. Insbesondere kann zum Beispiel die Anisotropievon kleinen Werten auf der mikroskopischen Skala zu sehr gro�en Werten aufeiner mittleren Skala wachsen, um dann wieder auf null zu fallen. Ein �ahnli-ches nichtmonotones Verhalten gilt auch f�ur t. Die einzigen in beiden Variabelnmonotonen Trajektorien sind solche, die Fixpunkte miteinander verbinden.Zum Vergleich betrachten wir in Abbildung 10 den RG-Flu� f�ur � = 0. In diesemFall stellt jeder Punkt auf der g = �1 Achse einen Fixpunkt dar. Sonst gibtes nur noch die trivialen Fixpunkte bei (g = 1; t = 0), (g = 1; t = 1),(g = 0; t = 0) und (g = 0; t =1). Im Fall g > 0 strebt das System f�ur endlichet immer gegen den Fixpunkt bei (g = 0; t = 1). Die bei � > 0 vorhandenekritische Linie f�allt jetzt mit der t = 0-Achse zusammen.Die eingezeichnete kritische Linie im Bereich g < 0 trennt zwei Bereiche mitunterschiedlichem Verhalten. F�ur Anfangsparameter rechts dieser Linie strebtdas System wie im Fall � = 1 gegen den Fixpunkt bei (g = 0; t =1).Interessanter ist das Verhalten links dieser Linie. Hier strebt das System zueinem Fixpunkt mit g = �1 und endlichem t. Das System verh�alt sich alsowie ein klassisches SO(2) NLSM bei endlicher Temperatur. Sobald man Quan-tenuktuationen ber�ucksichtigt wird nat�urlich jede langreichweitige Ordnungzerst�ort. Trotzdem tritt kein Anregungsgap auf. Dies liegt daran, da� ein Feld-vektor in der (n1; n5)-Ebene wie folgt parametrisiert werden kann:n = (cos�; 0; 0; 0; sin�) (4.78)
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Abbildung 10: Entspricht Abbildung 9 mit dem Unterschied, da� hier � = 0 ist.Wenn die Anisotropie so gro� ist, da� die (n2; n3; n4)-Ebene keine Rolle spielt,l�a�t sich die e�ektive Wirkung nach (4.11) schreiben alsSe� = 12c Z c=t0 dx0 Z d2x �(@0�)2 + (r�)2� : (4.79)Man bemerkt, da� im Propagator f�ur � kein Massenterm auftaucht. Der tiefereGrund daf�ur liegt in der Tatsache, da� es sich bei SO(2) um eine abelscheGruppe handelt [Tsv95].4.3.2 Das TieftemperaturverhaltenNachdem wir das Verhalten bei t� cp1 + jgj=2 untersucht haben, wollen wiruns nun dem Limes t ! 0 zuwenden. Die Faktoren (4.69) und (4.70) vereinfa-chen sich nun zu F< = 14� cp1 + jgj; F> = 14�c: (4.80)
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Abbildung 11: RG-Flu� f�ur t = 0 und � = 0. In x-Richtung ist die c aufgetragen,in y-Richtung u = g=(1 + jgj).und die RG-Gleichungen lautendgdl = 2g � gc2�p1 + jgj; (4.81)dtdl = 8<:��t + tc( 34�p1+jgj) f�ur g � 0,��t + tc( 12�p1+jgj + 14� ) f�ur g > 0, (4.82)dcdl = 8<:�(1 + �)c + c2 34�p1+jgj f�ur g � 0,�(1 + �)c + c2( 12�p1+jgj + 14� ) f�ur g > 0. (4.83)Die Di�erentialgleichungen f�ur g und c h�angen jetzt nicht mehr von t ab. Benut-zen wir f�ur kleine g die N�aherungp1 + jgj � 1+ jgj=2, so sind die Gleichungen(4.81) und (4.83) in der Form identisch mit den RG-Gleichungen f�ur g (4.72)und t (4.72) des klassischen Grenzfalls. Die Unterschiede sind, da� die Dimen-sion des Systems um eins gr�o�er geworden ist und die Rolle des t nun von c�ubernommen wird. Dies ist ein explizites Beispiel f�ur die allgemeine Aussage,da� ein quantenmechanisches System in d Dimensionen zu einem thermodyna-mischen System in d+ 1 Dimensionen �aquivalent ist [Pol87].



4.3 Auswertung und Diskussion der RG-Gleichungen 45Die Gleichungen (4.81) und (4.83) werden analog zum klassischen Grenzfall be-handelt. Der RG-Flu� mit den kritischen Linien ist in Abbildung 11 dargestellt.Hierbei wurde � = 0 gew�ahlt, ein endliches � < 1 ver�andert die Ergebnisse imGegensatz zum klassischen Grenzfall nur wenig.Die Fixpunkte sind jetztg = �1; c = f0; 1g; (4.84)g = 0; c = f0; 43�(� + 1); 1g; (4.85)g =1; c = f0; 4�(� + 1); 1g: (4.86)F�ur t = 0 verh�alt sich das System analog zu dem oben dargelegten klassi-schen Grenzfall mit � = 1. Der physikalische Unterschied besteht darin, da�nun Quanten- und nicht thermische Fluktuationen die Unordnung herbeif�uhren.Die kritischen Linien sind jetzt quantenkritische Linien. Der Fixpunkt bei (g =1; c = 4�=3) ist der bekannte quantenkritische Punkt des O(3)-NLSM [Cha89].Der Fixpunkt bei (g = 0; c = 4�) ist der quantenkritische Punkt des SO(5)-NLSM ohne Anisotropie. Rechts der kritischen Linien be�ndet sich die quante-nungeordnete Phase. Links liegen die geordneten Phasen, und zwar f�ur g > 0die antiferromagnetische Phase und f�ur g < 0 die supraleitende Phase.4.3.3 Der Allgemeine FallF�ur t 6= 0 und t� cp1 + jgj=2 treten qualitative Unterschiede in Abh�angikeitvom Vorzeichen von g auf.Betrachten wir zun�achst den Fall g > 0. Solanget(l)� c(l)2 (4.87)ist, sind die N�aherungen (4.80) gerechtfertigt. Das System verh�alt sich also wieim Fall t = 0. Es ist allerdings zu beachten, da� t(l) und c(l) sich unter demRG-Flu� ver�andern. Aus den RG-Gleichungen (4.67) und (4.68) folgt f�ur dasVerh�altnis t=c, d � tc�dl = tc : (4.88)t=c steigt also exponentiell an und ab einem l von der Ordnungl� = ln c(0)2t(0) (4.89)ist die Bedingung (4.87) nicht mehr erf�ullt. Hier sind c(0) und t(0) die nichtre-normierten Parameter der Theorie auf einer L�angenskala von der Ordnung der



46 Die RenormierungsgruppeGitterl�ange a � ��1. Das von Quantenuktuationen gepr�agte Tieftemperatur-verhalten ist also nur bis zu einer L�angenskala von�co = a c(0)2t(0) (4.90)g�ultig. �co ist eine sogenannte Cross-Over-L�ange, die die Skalen der verschie-denen Fluktuationen voneinander trennt. F�ur l > l� be�ndet sich das Systemzun�achst in einem Bereich, in dem die Bedingungenc(l)2 < t(l) < c(l)2 p1 + jg(l)j (4.91)erf�ullt sind. Dieses Regime be�ndet sich zwischen den Bereichen des Tieftem-peraturverhaltens und des klassischen Grenzfalls. In diesem Zwischenregimesind alle drei Parameter c; t und g gleichwichtig, in dem Sinne, da� die RG-Gleichungen nicht entkoppeln.Falls die Bedingung (4.91) f�ur ein gewisses l�� verletzt wird, das System dasZwischenregime also in Richtung klassischer Grenzfall verl�a�t, so ist mit l��eine neue Cross-Over-L�ange �0co = a exp l�� (4.92)verbunden, die die unterschiedlichen Fluktuationen im Zwischenregime undim klassischen Regime voneinander trennt. Es kann aber auch der Fall ein-treten, da� selbst f�ur gro�e l (4.91) erf�ullt ist. Dann geht das System bei gro�enAbst�anden nicht in das Verhalten des klassischen Grenzfalls �uber, sondern ver-bleibt in der Zwischenphase.Betrachten wir nun den Fall g < 0. Da in den RG-Gleichungen f�ur g < 0 keineTerme mit F> auftauchen, l�a�t sich die Bedingung f�ur das Tieftemperaturver-halten auf den Bereich t(l)� c(l)2 p1 + jg(l)j (4.93)erweitern. Im Gegensatz zu (4.87) kann hier der Fall eintreten, da� (4.93) unterdem Renormierungsu� nicht verletzt wird. Somit wird unter Umst�anden dasVerhalten des System auch bei gro�en Skalen durch das Tieftemperaturverhal-ten bestimmt. F�ur g < 0 tritt keine L�ucke zwischen Tieftemperaturverhaltenund Hochtemperaturverhalten, d.h. die Bedingungen (4.93) und (4.71) schlie-�en aneinander an, ohne da� dazwischen noch Platz f�ur ein qualitativ anderesVerhalten w�are.In Abbildung 12 sind die verschiedenen Cross-Over-Bereiche skizziert.
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Abbildung 12: Schematisches Cross-Over Diagramm des SO(5)-Modells, TT =Tieftemperaturverhalten, ZR = Zwischenregime, KG = Klassischer Grenzfall
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Abbildung 13: Phasengrenzen des SO(5)-Models f�ur verschiedene Werte vonc. In der Reihenfolge von oben nach unten wurden dabei folgende Parametergew�ahlt: c = 0:1, c = 3:1, c = 4:6, c = 6:1.
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gAbbildung 14: Phasendiagramm des SO(5)-Models f�ur c = 14.3.4 Numerische Auswertung der RG-GleichungenNeben der qualitativen Diskussion ist auch eine numerische Auswertung derRG-Gleichungen m�oglich. Dazu wurden mit Hilfe eines C++-Programms f�urverschiedene Anfangswerte g(0), t(0) und c(0) die RG-Gleichungen aufintegriert,bis eine der Variablen dominierte. Die daraus resultierenden Phasengrenzen f�urdie Dominanz der t-Variable sind in Abbildung 13 f�ur verschiedene Werte vonc dargestellt. Man erkennt, da� die kritische Temperatur mit zunehmendem cabnimmt, wie es auch zu erwarten ist. Weiterhin beobachtet man, da� sich f�urgro�e c die Phasengrenze noch f�ur endliches g bei t = 0 liegt, und sich ein Pla-teau wie in der unteren Kurve in Abbildung 13 ausbildet. Dies ist konsistentmit dem oben diskutiertem Tieftemperaturverhalten, die Grenzen des Plateaussind dabei durch die quantenkritischen Linien in Abbildung 11 gegeben. Direktauf dem Plateau be�ndet sich das System nach Abbildung 11 im quantenun-geordneten Bereich. Dieser Bereich wird sich auch zu endlichen Temperaturenfortsetzen, bis das System in einen durch thermische Unordnung gepr�agten Be-reich �ubergeht. Es ergibt sich somit ein recht komplexes Phasendiagramm, ohneda� die vereinfachenden Annahmen der Isotropie in � (3.32) und � (3.33) auf-gegeben werden.F�ur c = 1 ist in Abbildung 14 das Phasendiagramm in einer wesentlich besserenAu�osung dargestellt.Es ist zu beachten, da� hier positives g antiferromagnetische Ordnung undnegatives g supraleitende Ordnung bedeutet. Nach unserem Phasendiagramm



4.3 Auswertung und Diskussion der RG-Gleichungen 49steigt die Supraleitungssprungtemperatur Tc in der N�ahe des kritischen Punktesst�arker an als die N�eel Temperatur. Dies widerspricht aber den experimentellenTatsachen. Um zu mit den Experimenten konsistenten Ergebnissen zu gelan-gen, mu� ber�ucksichtigt werden, da� Tc durch das Abfallen von TMF (siehe Ab-bildung 7) stark unterdr�uckt wird. Diese Erweiterung stellt eine der n�achstenAufgaben dar.In diesem Kapitel wurden die Herleitung und die Auswertung der RG-Gleichun-gen f�ur das anisotrope SO(5)-NLSM durchgef�uhrt. Die Ergebnisse zeigen keineWiderspr�uche des SO(5)-Modells mit den Experimenten auf. F�ur quantitativeVergleiche sind weitere Rechnungen notwendig.





5 Die 1=N-EntwicklungIn diesem Kapitel wird zun�achst die 1=N -Entwicklung vorgestellt, und dannauf das SO(5)-Modell angewandt. Das besondere Augenmerk liegt dabei aufeiner m�oglichen Berechnung der experimentell zug�anglichen dynamischen Spin-suszeptibilit�at. Dadurch k�onnen die Vorhersagen der SO(5)-Theorie mit demExperiment verglichen werden.5.1 Das isotrope nichtlineare Sigma-ModellDie 1=N -Entwicklung hat sich in den letzten Jahren zu einer Standardmetho-de bei der Behandlung des NLSM entwickelt. Einf�uhrende Darstellungen derMethode �ndet man zum Beispiel in dem B�uchern von Polyakov [Pol87] undTsvelik [Tsv95] oder in der Arbeiten von Read und Newns [Rea83] und Sachdev[Sac93]. Bei den folgenden Ausf�uhrungen orientieren wir uns vor allem an derArbeit von Chubukov, Sachdev und Ye [Chu94b].Betrachten wir die Zustandssumme des isotropen NLSM,Z = Z Dn�(n2 � 1) exp(�SNLSM); (5.1)mit SNLSM = N2c Z �0 d� Z d2x �(rxn)2 + (@�n)2� : (5.2)Hierbei ist n ein N-komponentiges Feld, c eine Kopplungskonstante und � dieinverse Temperatur. Durch die Umskalierung ~n = pNn, und mit Hilfe derIntegraldarstellung der �-Funktion,�(n2 � 1) =Yx;� �(n2(x; �)� 1) (5.3)=Yx;� Z +1�1 d�(x; �)2� exp �i�(x; �)(n2(x)� 1)� (5.4)= Z D� exp�Z �0 d� Z d2x�(x; �)((n2(x; �)� 1))� ; (5.5)ergibt sich aus (5.1)Z = Z D~nD� exp�� 12c Z �0 d� Z d2x �(r~n)2 + (@� ~n)2 + i�(~n2 �N)�� :(5.6)51



52 Die 1=N -EntwicklungDamit tritt ~n in der Wirkung quadratisch auf, und nach der Ausf�uhrung desFunktionalintegral �uber ~n ergibt sichZ = Z D� exp(�S(�)); (5.7)mit S(�) = N �� 12c Z �0 d� Z d2x(�i�)� + 12Tr ln(�r2 � @2� + i�)� : (5.8)S h�angt nur �uber den Vorfaktor von N ab. Daher kann das Funktionalintegral�uber � mit Hilfe der aus der statistischen Mechanik bekannten Sattelpunktsme-thode [Pat96] entwickelt werden. Der Integrationsweg wird dabei in der komple-xen �-Ebene so deformiert, da� der Sattelpunkt �0 von S(�) passiert wird. DieRichtung des Weges bei �0 wird dabei so gew�ahlt, da� ReS(�) ein Maximumbesitzt und ImS(�) konstant bleibt. Man erreicht dadurch, da� das Integral�uber � vom Sattelpunkt bei �0 dominiert wird. Im Unterschied zur klassischenStatistischen Mechanik ist � in unserem Fall keine Zahl, sondern eine Funkti-on. Entsprechend handelt es sich auch, statt um eine gew�ohnliche Integration,um eine Funktionalintegration. Ansonsten bleibt der Mechanismus der Sattel-punktsmethode aber gleich, es ist lediglich zu beachten, da� Ableitungen durchFunktionalableitungen ersetzt werden. F�ur den Sattelpunkt �0 gilt die Bedin-gung �S(�(x))��(x) �����0(x) = 0; (5.9)die mit (5.8) und m2 = i�0 aufcTX!n Z d2k(2�)2 1(!2n + k2 +m2) = 1 (5.10)f�uhrt.Dieses Integral divergiert bei gro�en Wellenvektoren. Zur Regularisierung wen-den wir das Pauli-Villars Regularisierungsschema [Pau49] an und f�uhren dabeieinen Abschneideparameter � eincTX!n Z d2k(2�)2 � 1(!2n + k2 +m2) � 1(!2n + k2 + �2)� = 1: (5.11)Nach Ausf�uhren der Integration und Summation (mit Hilfe der Eulerschen Pro-duktarstellung f�ur sinh(x) [Kno23]) erh�alt manTc2� ln sinh( �2T )sinh( m2T )! = 1: (5.12)



5.2 Spin-1=2-Antiferromagnet 53Aufgel�ost nach m ergibt sich schlie�lichm = 2T arsinh�exp��2�cT � sinh� �2T �� : (5.13)Nachdem der Sattelpunkt bestimmt ist, k�onnen nun Korrelationsfunktionendurch Entwickeln des Funktionalintegrals in der Umgebung des Sattelpunktesin Ordnung 1=N berechnet werden.5.2 Spin-1=2-AntiferromagnetEine Anwendung des isotropen NLSM besteht in der Beschreibung des zwei-dimensionalen Spin-1=2 Heisenberg-Antiferromagneten. Wie in Abschnitt 2.3.4diskutiert werden dabei die Felder na als Komponenten des lokalen N�eel-Ord-nungsparameters interpretiert.Chubukov, Sachdev und Ye [Chu94b] konnten mit der Anwendung der 1=N -Entwicklung auf das O(3)-NLSM eine gute �Ubereinstimmung mit den experi-mentellen Daten zu La2CuO4 erreichen.5.2.1 Der Fall N =1F�ur N = 1 wird das Funktionalintegral �uber � in (5.6) durch den Wert desIntegranten am Sattelpunkt i�0 = m bestimmt. F�ur die antiferromagnetischedynamische Spinsuszeptibilit�at, die de�niert ist als�s(k; !n) = �0s(k; !n) + i�00s(k; !n) = hn(k; !n)n(�k;�!n)i; (5.14)folgt dann aus (5.6) �s(k; !n) = ck2 + !2n +m2 : (5.15)Durch analytische Fortsetzung zu reelen Frequenzen i!n = ! + i� erh�alt manf�ur den Imagin�arteil von �s�00s(k; !n) = c�2pk2 +m2 ��(! �pk2 +m2)� �(! +pk2 +m2)� : (5.16)Um m mit der Korrelationsl�ange in Verbindung zu bringen, de�nieren wir denSpinstruktorfaktor S(k) = TX!n hn(k; !n)n(�k;�!n)i: (5.17)



54 Die 1=N -EntwicklungDie Spinkorrelationsl�ange � ist de�niert als [Ma76]�2 = � 1S(0) @S@k2 ����k=0; (5.18)so da� � = 1ms�12 + m=T2 sinh(m=T )� � 1m: (5.19)Wir wenden nun (5.13) an, um ein qualitatives Phasendiagramm zu erhalten.Mit cc = 4�=� und �� T ergibt sich aus (5.13)��1 � m = 2T arsinh�12 exp��2�T (1c � 1cc )�� : (5.20)Betrachten wir zun�achst den Limes T ! 0. F�ur c < cc divergiert � wie��1 � m � 2T exp��2�T �1c � 1cc�� ; (5.21)bei T = 0 bildet sich langreichweitige N�eel-Ordnung aus. Aufgrund der sponta-nen Symmetriebrechung gibt es masselose Goldstonemoden. F�ur endliche Tem-peratur kann es aufgrund des Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorems [Hoh67,Mer66] keine langreichweitige Ordnung geben. Der Bereich des Phasendiagramms,in dem die Korrelationsl�ange dieses exponentielle Verhalten in der Temperaturzeigt, nennt man renormierte klassische Phase.F�ur c > cc und kleine T gilt��1 � m � 4�(c� cc)ccc : (5.22)� bleibt also auch bei T = 0 noch endlich. Es gibt keine langreichweitige Ord-nung. Die N�eel-Ordnung ist durch Quantenuktuationen zerst�ort. Man sprichtdaher auch von der quantenungeordneten Phase. Charakteristisch f�ur diesesRegime ist, da� die Korrelationsl�ange nicht von der Temperatur abh�angt.F�ur c = cc und T = 0 erh�alt man eine 2 + 1-dimensionale Quantenfeldtheorieam kritischen Punkt.Das Einschalten einer Temperatur T 6= 0 bewirkt, da� das System in einerRichtung der imagin�aren Zeit endlich mit einer Periode � = 1=T wird. Es wirdalso eine neue L�ange eingef�uhrt. Die Korrelationsl�ange f�ur c = cc mu� deshalbwie � skalieren.Dieses Skalenverhalten tritt f�ur gro�e T auch bei c 6= cc auf, denn f�ur T ! 1wird (5.20) zu m = 2T arsinh(12): (5.23)
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Abbildung 15: Schematisches Phasendiagramm des isotropen NLSMDer Bereich mit diesem Skalenverhalten hei�t quantenkritsch.Aus dem unterschiedlichen Verhalten der Korrelationsl�ange bei hohen und nied-rigen Temperaturen, schlie�t man, da� bei einer gewissen Temperatur ein �Uber-gang statt�nden mu�.2 Im Unterschied zu einem Phasen�ubergang ist diese Tem-peratur allerdings nicht scharf bestimmt. Man spricht daher auch von einemCross-Over. Ein schematisches Crossoverdiagramm ist in Abbildung 15 darge-stellt.5.2.2 Ordnung 1/NEin Mangel der L�osung bei N = 1 besteht darin, da� in diesem Fall keineD�ampfung der niederenergetischen Anregungen auftritt, wie es zum Beispiel inNMR-Experimenten gemessen wird.Um dies einzusehen, betrachten wir die vereinfachte Moriya-Formel [Mor63,Sli94] f�ur die Spinrelaxationsrate 1=T1 von 63Cu1T1 = kBT�2B~Xk jA(k)j2 Im�(k; !N)~!N (5.24)� lim!!0A(�=a; �=a)2kBT~2! Z d2k4�2 Im�s(k; !): (5.25)2Dieser �Ubergang ist auch anhand der isotropen Kurven in Abbildung 17 und Abbildung 18zu erkennen. m weicht hier bei kleinen Temperaturen vom linearen Verhalten bei gro�enTemperaturen ab.



56 Die 1=N -Entwicklung

Abbildung 16:�s(k; !)00 � Im�1s(k=T; !=T ) im quantenkritischen Bereich bis zur Ordnung1=N . Quelle: Chubukov et al. [Chu94b]Hierbei bedeuten !N die nukleare Larmorfrequenz, �(k; !N) die dynamischeSpinsuszeptibilit�at, a die Gitterkonstante, und A(k) die Fouriertransformiertedes Hyperfeinformfaktors. Die N�aherung (5.25) ist gerechtferigt, weil !N kleinist und A(k) aufgrund der Anordnung der 63Cueinen Peak an dem antiferroma-gnetischen Wellenvektor (�=a; �=a) aufweist.Setzten wir (5.16) in (5.25) ein, so verschwindet 1=T1. In nullter Ordnung in1=N tritt also noch keine D�ampfung auf, die aber bei endlichen Temperaturenimmer vorhanden sein sollte. Um also physikalisch me�bare E�ekte vorhersagenzu k�onnen, die von der D�ampfung abh�angen, ist es daher notwendig, mindestensbis zur Ordnung 1=N zu rechnen. Die dabei auftretenden Ausdr�ucke k�onnen imallgemeinen allerdings nicht mehr analytisch gel�ost werden.Chubukov, Sachdev und Ye [Chu94b] haben die Korrekturen in Ordnung 1=Nf�ur verschiedene Gr�o�en numerisch berechnet. In Abbildung 16 ist ihr Ergebnisf�ur Im�s(k; !) f�ur N = 3 im quantenkritischen Bereich dargestellt. Man er-kennt, da� im Vergleich zu (5.16) die Deltapeaks aufgeweicht sind und auch f�urkleine Frequenzen noch spektrales Gewicht vorhanden ist. Dadurch wird eineD�ampfung erm�oglicht, die zum Beispiel in NMR-Experimenten gemessen wer-den kann. Der Vergleich der theoretischen Voraussagen mit dem Experimentist aber immer noch schwierig, da scheinbar gewisse Artefakte der 1=N Ent-wicklung auftreten, die bewirken, da� Im�s(k; !) f�ur kleine ! zu klein wird.Laut Chubukov et al. [Chu94b] passen die experimentellen NMR-Resultate f�urLa2CuO4 aber gut zum Verhalten von Im�s(k; !) bei ! � T .



5.3 Anwendung auf das SO(5)-Modell 575.3 Anwendung auf das SO(5)-Modell5.3.1 Die Sattelpunktsgleichung im anisotropen FallIm folgenden soll die Idee der 1=N -Entwicklung auf das anisotrope NLSM ange-wandt werden. Speziell interessieren wir uns f�ur das SO(5)-Modell, also N = 5.Da die 1=N -Entwicklung wie oben dargelegt f�ur N = 3 im isotropen Modellschon in erster Ordnung in 1=N brauchbare Resultate liefert, erwartet man f�urN = 5 in erster Ordnung mindestens genausogute Ergebnisse.Mit den De�nitionen wie in Kapitel 4 gehen wir wieder von der Zustandssumme(4.3) mit der e�ektiven Wirkung (4.11) aus:Z = Z DnY�;x �(n2 � 1) exp(�Se�); (5.26)Se� = 12c0 Z u0 dx0 Z ddx0�(@0 n)2 + (rn)2 + g0( KXi=1 n2i )�: (5.27)Um die Anisotropie konsistent zu ber�ucksichtigen de�nieren wir~K = KN ; (5.28)und fordern, da� ~K f�ur N ! 1 konstant bleibt. Die Spezialisierung auf dasSO(5)-Modell erfolgt wieder mit Hilfe der Identi�zierungen in (4.5), insbeson-dere ist also ~K = 25 f�ur ge� � 0; (5.29)~K = 35 f�ur ge� < 0: (5.30)Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 5.1 wird die Zwangsbedingung jnj = 1durch einen Lagrangemultiplikator � in der Wirkung realisiert. Die Felder natreten dann nur noch quadratisch auf und k�onnen ausintegriert werden. DieZustandssumme l�a�t sich dann schreiben alsZ = Z DnD� exp (�S(�;n)) (5.31)= Z D� exp(�S(�)); (5.32)



58 Die 1=N -Entwicklungmit S(�;n) = 12c0 Z u0 dx0 Z d2x"(@0 n)2 + (rxn)2 + g0( KXi=1 n2i ) + i�(n2 � 1)# ; (5.33)S(�) = N�� 12~c Z u0 dx0 Z d2x(�i�)�+ 12 ~KTr ln(�r2 � @20 + g0 + i�)+ 12(1� ~K)Tr ln(�r2 � @20 + i�)� (5.34)und ~c = Nc: (5.35)Die Gleichung f�ur den Sattelpunkt i�0 = m0 erh�alt man, indem man (5.9) auf(5.34) anwendet. Somit ergibt sich als implizite Bedingung f�ur m012~c = ~K2 Tr(�r2 � @20 + g0 +m0)�1 + 1� ~K2 Tr(�r2 � @20 +m0)�1 (5.36)= 12�u ln�sinh(12�u) sinh(12m0u) ~K�1 sinh(12qm20 + g0 u)� ~K� : (5.37)F�ur �� 1=u � T ergibt sich mit ~cc = �=4�12 exp��2�u(1~c � 1~cc )� = �sinh(12m0u)�1� ~K �sinh(12qm20 + g0 u)� ~K :(5.38)Diese Gleichung l�a�t sich analytisch nicht mehr nach m0 au�osen, bereitet nu-merisch aber keine Schwierigkeiten. Der E�ekt des Einschaltens der Anisotropieauf m0 f�ur den Fall ~K = 2=5 bei ansonsten festgehaltenen Parametern ist inAbbildung 17 f�ur ~c < ~cc und in Abbildung 18 f�ur ~c > ~cc dargestellt. Der Fall~K = 3=5 liefert qualitativ gleiche Ergebnisse. Man erkennt dabei, da� durch dasEinschalten der Anisotropie g0 bei gleichbleibendem ~c der Massenparameter m0vermindert wird.Um daraus Schlu�folgerungen f�ur die Korrelationsl�ange zu ziehen, betrach-ten wir die Superspin-Superspin-Korrelationsfunktionen. Im anisotropen NLSMgibt es zwei verschiedene Propoagatoren: G<(k; !) f�ur Feldkomponenten kleinergleich K und G>(k; !) f�ur Feldkomponenten gr�o�er K. F�ur N = 1 kann i�in (5.33) durch m0 ersetzt werden, und es ergibt sich f�ur die Propagatoren innullter Ordnung in 1=N
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G<0 (k; i!n) = hna(k; !n)na(�k;�!n)i��a�K = ~ck2 + !2n + g0 +m20 ; (5.39)G>0 (k; i!n) = hna(k; !n)na(�k;�!n)i��a>K = ~ck2 + !2n +m20 : (5.40)In (5.39) �ubernimmt pg0 +m20 die Rolle der Masse f�ur die Feldkomponentena � K. Nach (5.19) gibt es daher die beiden Korrelationsl�angen:�< � 1pg0 +m20 ; �> � 1m0 : (5.41)Neben m0 ist in Abbildung 17 und Abbildung 18 auch pg0 +m20 eingetragen.Man erkennt dabei, da� das Einschalten der Anisotropie g eine Aufspaltungder beiden Massenparameter m0 und pg0 +m20 um den isotropen Wert be-wirkt. Dadurch wird die Korrelationsl�ange �> vergr�o�ert und �< verkleinert.Dies kann man physikalisch so verstehen, da� durch die Anisotropie die Spin-komponenten a � K mit einer zus�atzlichen Masse versehen werden, und daherdie Korrelation in der a � K Hyperebene abnimmt. Gleichzeitig bewirkt diesezus�atzliche Masse, da� der Superspin tendenziell auf die energetisch g�unstigerenSpinkomponenten a > K eingeschr�ankt wird. Die Korrelation innerhalb dieserEbene wird erh�oht, da e�ektiv weniger Spinkomponenten zur Verf�ugung stehen.5.3.2 Berechnung der Spinsuszeptibilit�atenDie dynamische Spinsuszeptibilit�at �s ist eine n�utzliche Gr�o�e, um physikalischeE�ekte vorherzusagen. So kann etwa mit Hilfe des Imagin�arteils von �s �uberdie Moriya Formel (5.25) die Spinrelaxationsrate 1=T1 bestimmt werden.In der vorliegenden Beschreibung des SO(5)-Modells ist die Spinsuszeptibilit�atdurch den Propagator derjenigen Komponenten des Feldes n gegeben, die denantiferromagnetischen Ordnungsparameter repr�asentieren. Es gilt also�s(k; i!n) = G<(k; i!n)= hna(k; !n)na(�k;�!n)i��a�K f�ur ge� = �g0 < 0; (5.42)�s(k; i!n) = G>(k; i!n)= hna(k; !n)na(�k;�!n)i��a>K f�ur ge� = g0 > 0: (5.43)Aus (5.39, 5.40) erkennt man durch analytische Fortsetzung zu reelen Frequen-zen i!n = ! + i�, da� in nullter Ordnung in 1=N der Imagin�arteil von � cha-rakteristische Deltapeaks aufweist, wie es auch im Fall des isotropen NLSM(5.16) beobachtet wurde. Ebenso wie im isotropen Fall folgt daraus, da� nach
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Abbildung 17: Einu� der Anisotropie auf den Massenparameter m0 inAbh�angigkeit der Temperatur T bei c < cc. Karo = m0 im isotropen Fall,Kreuz untere Kurve = m0 im anisotropen Fall, Kreuz obere Kurve =pg0 +m20im anisotropen Fall.
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Abbildung 18: Einu� der Anisotropie auf den Massenparameter m0 inAbh�angigkeit der Temperatur T bei c > cc. Karo = isotroper Fall; Kreuz, Qua-drat, Kreis = anisotroper Fall mit g = 0:02, 0:1, 0:5 (beliebige Skala), wobei diejeweils unteren Kurven m0, und die oberen Kurven pg0 +m20 darstellen.

Abbildung 19: Beitrag zum Polarisationsoperator �



62 Die 1=N -Entwicklungder Moriya-Formel (5.25) die Spinrelaxationsrate 1=T1 in nullter Ordnung in1=N verschwindet.Um ein endliches 1=T1 zu erhalten m�ussen die Korrekturen zu � bzw. G< undG> mindestens bis zur Ordnung 1=N ber�ucksichtigt werden.Wir de�nieren zun�achst das Feld �0 �uber die Beziehungi� = m0 + i�0pN : (5.44)Durch Einsetzen von (5.44) in die Wirkung (5.34) und Entwicklung in 1=pN�ndet man, da� sich die bzgl. �0 linearen Beitr�age aufgrund der Sattelpunkts-gleichung gerade wegheben. Als e�ektive Wirkung ergibt sich so bis zur qua-dratischen Ordnung in �0S(�0) = 12uX!n Z d2k(2�)2�0(�k;�i!n)�(k; i!n)�0(k; i!n); (5.45)mit dem Polarisationsoperator�(k; i!n) = 1uX!0n Z d2k0(2�)2� ~KG<0 (k + k0; i!n + i!0n)G<0 (k0; i!0n)+ (1� ~K)G>0 (k+ k0; i!n + i!0n)G>0 (k0; i!0n)� : (5.46)Dieser Beitrag ist als Feynamngraph in Abbildung 19 dargestellt.Der Propagator des �0 Feldes ist gegeben durchh�0(�k;�!n)�0(k; !n)i = �(k; i!n)�1: (5.47)Wir de�nieren die Selbstenergien G< und G> �uber die BeziehungenG<(k; i!n) = 1k2 + !2n +m2 + g + �<(k; i!n) ; (5.48)G>(k; i!n) = 1k2 + !2n +m2 + �>(k; i!n) : (5.49)In Abbildung 20 ist der einzig relevante Beitrag zu den Selbstenergien in Ord-nung 1=N dargestellt. In dieser Ordnung sind die Selbstenergien gegeben durch��(k; i!n) = 2NuX!0n Z d2k0(2�)2 G�0(k0 + k; i!n + i!0n)�(k0; i!0n) ; (5.50)mit � 2 f<;>g.
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Abbildung 20: Beitrag zur Selbstenergie in Ordnung 1NAuch f�ur die Masse ergibt sich eine Korrektur �m2 in Ordnung 1=N dadurch,da� die zur Sattelpunktsgleichung �aquivalente Bedingung n2(x; �) = 1 auchnach Ber�ucksichtigung der Selbstenergien noch erf�ullt sein mu�. Diese Massen-korrektur ist aber reel und hat in Ordnung 1=N keinen Einu� auf den Ima-gin�arteil von G(k0; i!0n), f�ur den wir uns im Hinblick auf die D�ampfung prim�arinteressieren.5.3.3 Numerische AuswertungDie numerische Auswertung konnte im Rahmen dieser Arbeit und der zurVerf�ugung stehenden Mittel nicht vollst�andig abgeschlossen werden. Hier sollenaber einige der Zwischenergbnisse dargestellt werden.Zun�achst zur Auswertung des Polarisationsoperators.Wir schreiben (5.46) um in�(k; i!n) = ~K�<(k; i!n) + (1� ~K)�>(k; i!n); (5.51)mit ��(k; i!n) = 1uX!0n Z d2k0(2�)2G�0(k+ k0; i!n + i!0n)G�0(k0; i!0n): (5.52)Wir k�onnen uns auf die Berechnung von �> beschr�anken, �< erh�alt man aus�> durch formales Ersetzen von m20 durch m20 + g0.Zur Bestimmung von �> k�onnen die Methoden von Chubukov et al. [Chu94b]f�ur den isotropen Fall angewendet werden. Um die Summation �uber die Mat-subarafrequenzen !0n auszuf�uhren, benutzen wir, da� die Bose-Funktionn(z) = 1exp( zt )� 1 (5.53)an den Stellen z = i!n Polstellen mit Residuum t hat. Die Summation �uber die!n l�a�t sich so in eine Integration umschreiben,�>(k; i!n) = 12�i Z� d!0 Z d2k0(2�)2n(!0)G>0 (k+ k0; i!n + !0)G>0 (k0; !0): (5.54)



64 Die 1=N -Entwicklung
kε k ε

-i

ΓΓ

ω

ω

Re

Im ’

’

+-

-

ε k ε k+q +q

’

ωn ωn-i

Abbildung 21: Integrationswege �;�0 f�ur die Berechnung des Polarisationsope-rators �>Der Integrationsweg � l�auft dabei links und rechts der imagn�aren Achse (sieheAbbildung 21). � wird nun in den Integrationsweg �0 mit jRe!0j ! 1 defor-miert, wobei allerdings beachtet werden mu� da� der Integrant in (5.54) nebenden Polstellen auf der imagin�aren Achse noch die folgenden vier Polstellen auf-weist: !0p1 = �(k); !0p2 = ��(k); (5.55)!0p3 = �i!n + �(k + k0); !0p4 = �i!n � �(k + k0); (5.56)mit �(k) =qk2 +m20: (5.57)Das Integral �uber �0 ist im Limes jRe!0j ! 1 durch die negative Summe derResiduen des Integranten in (5.54) an den vier Polstellen (5.55) gegeben. Nach



5.3 Anwendung auf das SO(5)-Modell 65Partialbruchzerlegung der Residuen ergibt sich�>(k; i!n) = 14 Z d2k0(2�)2�(k)�(k + k0)�(n(k+ k0)� n(k))� 1i!n + �(k)� �(k+ k0) � 1i!n � �(k) + �(k+ k0)�+ (n(k+ k0) + n(k) + 1)� 1i!n + �(k) + �(k+ k0) � 1i!n � �(k)� �(k + k0)��;(5.58)mit n(k) = n(�(k)): (5.59)Wir betrachten nun die analytische Fortsetzung von �> durch i!n ! ! + i�.F�ur den Imagin�arteil der Polarisation erh�alt man dannIm�>(k; !) = 116� Z d2k0�(k)�(k + k0)�jn(k+ k0)� n(k)j � (! � j�(k)� �(k+ k0)j)+ �n(k + k0) + n(k) + 1�� (! � �(k)� �(k+ k0))�: (5.60)Mit Hilfe der Deltafunktionen kann die Winkelintegration in (5.60) analytischausgef�uhrt werden. F�ur die anschlie�ende numerische Integration �uber jk0j istes g�unstig durch geschickte Parametrisierung Singularit�aten im Integranten zuvermeiden. Zun�achst bemerken wir, da� bei fest vorgegebenem (k; !) nur eineder beiden Deltafunktionen in (5.60) einen Beitrag liefert. Wir unterscheidendaher Fall a: ! < jkj ) 9k0 : ! � j�(k)� �(k + k0)j = 0; (5.61)Fall b: ! >qk2 +m20 ) 9k0 : ! � �(k)� �(k+ k0) = 0: (5.62)Durch geometrische �Uberlegungen konnte folgende g�unstige Parametrisierunggefunden werden:jk0j2 = !2 � jkj2 � 4m204 +((r cosh �)2 Fall a;(r cos �)2 Fall b; (5.63)
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Abbildung 22: Realteil und Imagin�arteil der Polarisation in Abh�angigkeit von! mit m0 = 0:4, t = 0:6 und jkj = 1.



5.3 Anwendung auf das SO(5)-Modell 67wobei r = jkj22 s1 + 4m20jkj2 � !2 : (5.64)Hiermit l�a�t sich (5.60) in ein eindimensionales Integral ohne Singularit�atenumschreiben: Im�>(k; !) = 14� 1q��jkj2 � !2�� Z L0 d�P (�); (5.65)mit L = (1 Fall a;�2 Fall b; (5.66)und P (�) = 8<:��� 1exp( rt cosh �� !2t )�1 � 1exp( rt cosh �+ !2t )�1 ��� Fall a;��� 1exp( rt cos �� !2t )�1 � 1exp( rt cos �+ !2t )�1 ��� Fall b: (5.67)Das eindimensionale Integral (5.65) wurde numerisch mit Hilfe eines adaptivenIntegrationsalgorithmus der NAG-Library [The95] berechnet. In Abbildung 22ist als repr�asentatives Beispiel Im�>(jkj = 1; !) f�ur m0 = 0:4 und t = 0:6 dar-gestellt. Man erkennt dabei, da� Im�> f�ur jkj < ! <pk2 +m20 verschwindet.Der unstetige Verlauf der Kurve ist auf die beiden Deltafunktionen in (5.60)zur�uckzuf�uhren. Laut Chubukov et al. [Chu94a] handelt es sich dabei um einArtefakt der ersten Ordnung der 1=N -Entwicklung. Bei einer selbstkonsistentenBehandlung sollte Im�> einen stetigen Verlauf haben.Mit Hilfe der Kramers-Kronig-Relation kann aus Im�> der Realteil berechnetwerden: Re�>(k; !) = � 1� Z +1�1 d!0P(Im�>(k; !0) 1! � !0 ): (5.68)Auch dieser Ausdruck wurde numerisch ausgewertet. Das Ergebnis ist ebenfallsin Abbildung 22 dargestellt. Auch hier erkennt man, wie schon bei Im�>, einscheinbar unphysikalisches Verhalten f�ur kleine !.Indem wir jetzt in �> das m0 durch pm20 + g ersetzen, erhalten wir �< unddamit aus (5.51) die allgemeine anisotrope Polarisation. Als repr�asentativesBeispiel ist in den Abbildungen 23 und 24 die Wirkung der Anisotropie aufden Realteil und Imagin�arteil von �(jkj = 1; !) dargestellt. Zum Vergleich
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Abbildung 23: E�ekt der Anisotropie g0 = 0:3 auf der Realteil der allgemeinenPolarisation in Abh�angigkeit von ! mitm0 = 0:4, t = 0:6, jkj = 1 und ~K = 2=5.Die gestrichelte Kurve zeigt zum Vergleich den Fall ohne Anisotropie.wurden jeweils auch die entsprechenden Kurven ohne Anisotropie eingezeich-net. Man erkennt dabei, da� durch die Anisotropie eine Unstetigkeitsstelle beipm20 + g + jkj2 in Im� erzeugt wird. In Re� entsteht an der selben Stelle einPeak.Wir wenden uns nun der Berechnung des Imagin�arteils der Selbstenergie zu.Durch analytische Fortsetzung von (5.50) ergibt sichIm�>(k; !) = 1N Z d2k0(2�)2 Z 10 d!0 Im� 1�(k0; !0)�1�(k+ k0)�jn(k+ k0)� n(!0)j � (! � j�(!0)� �(k + k0)j)+ (1 + n(k + k0)� n(!0))� (! � �(!0)� �(k+ k0))�: (5.69)Mit Hilfe der Deltafunktionen l�a�t sich eine der drei Integrationen in (5.69)analytisch behandeln. Die restlichen beiden Integrationen wurden numerischausgef�uhrt. Das Ergebis ist f�ur den isotropen Fall in Abbildung 25 dargestellt.Man erkennt dabei einen im wesentlichen parabelf�ormigen Verlauf mit einerEinbuchtung an der Stelle ! =pk2 +m20.
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Abbildung 24: E�ekt der Anisotropie g0 = 0:3 auf der Imagin�arteil der allge-meinen Polarisation in Abh�angigkeit von ! mit m0 = 0:4, t = 0:6, jkj = 1 und~K = 2=5.
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Abbildung 25: Imagin�arteil der Selbstenergie Im�>(k; !) in Abh�angigkeit von! f�ur verschiedene k mit m0 = 0:4 und t = 0:6.
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Abbildung 26: Imagin�arteil des Propagators, ImG>(k; !), unter Vernachl�assi-gung von Re�>(k; !) f�ur verschiedene k mit m0 = 0:4 und t = 0:6.Um den Realteil der Selbstenergie zu erhalten, k�onnen nach Chubukov et al.[Chu94a] mit dem AnsatzIm�>(k; !) = �� sgn(!)(!2 � �1(k)) +R(k; !) (5.70)die Konstante � und die Funktionen �1(k) und R(k; !) berechnet werden.Der Realteil von �> ergibt sich dann aus der Summe der Kramers-Kronig-Transformation von R(k; !) und einem Term der sich aus der asymptotischenEntwicklung von G< f�ur ! !1 ergibt. Nachdem �> bestimmt ist, erh�alt manG> durch Einsetzen in die Gleichung (5.49).Die Berechnung von G< verl�auft analog zur Berechnung von G>, es mu� ledig-lich in (5.69) als Dispersionsrelation�(k)0 =qk2 +m20 + g0 (5.71)verwendet werden. Diese Rechnungen konnten aber aufgrund des gro�en nume-rischen Aufwandes im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgef�uhrt werden.Mit (5.42) und (5.43) erh�alt man schlie�lich die Spinsuszeptibilit�at �s, mit derman durch (5.25) die Spinrelaxationsrate 1=T1 bestimmen kann.Unter Vernachl�assigung von Re�> ergibt sichImG> � � Im�>(k2 � !2n +m20)2 + (Im�>)2 : (5.72)



5.3 Anwendung auf das SO(5)-Modell 71In Abbildung 26 ist ImG> f�ur den isotropen Fall dargestellt. Man bemerkt, da�in dieser N�aherung bereits die charakteristischen Merkmale aus Abbildung 16auftreten. Insbesondere verschwindet ImG> f�ur endliche ! nicht, was auch nachder Ber�ucksichtigung von Re�> noch der Fall sein wird. Dies hat wegen (5.25)zur Folge, da� auch 1=T1 nicht verschwindet.F�ur quantitative Rechnungen unter Ber�ucksichtigung der Anisotropie emp�ehltsich aufgrund des betr�achtlichen numerischen Aufwandes der Einsatz von Par-allelrechnern, worauf hier aber verzichtet wurde.





6 Zusammenfassung und AusblickIn dieser Arbeit wurde das von Zhang zur Erkl�arung der Hochtemperatursupra-leitung vorgeschlagene ph�anomenologische SO(5)-Modell [Zha97] untersucht.Dieses Modell geht davon aus, da� eine Symmetrie zwischen Antiferromagnetis-mus und Supraleitung besteht und die daraus resultierende Dynamik durch einSO(5)-Nichtlineares-Sigma-Modell (SO(5)-NLSM) beschrieben werden kann.Um das experimentelle Verhalten der Supraleiter richtig zu modellieren, werdenanisotrope Terme eingef�uhrt, die die urspr�ungliche SO(5)-Symmetrie teilweisebrechen. In dieser Arbeit haben wir uns auf den einfachsten Fall beschr�ankt, da�die Anisotropie durch ein �au�eres e�ektives Potential verwirklicht wird, dessenSt�arke von der Dotierung abh�angt.F�ur diesen Fall konnten die RG-Gleichungen analytisch abgeleitet werden. Diedabei gefundenen Gleichungen gelten nicht nur f�ur den Spezialfall des SO(5)-Modells, sondern f�ur ein allgemeines O(N)-NLSM in 2 + �-Dimensionen undeinem Potential, das quadratisch an K Komponenten des Spinraumes ankop-pelt.Bei der Anwendung der RG-Gleichungen auf das SO(5)-Modell haben wir denklassischen Grenzfall und das Verhalten bei T = 0 n�aher untersucht. Dabeiwurden jeweils die Phasengrenzen zwischen antiferromagnetischer, supraleiten-der und ungeordneter Phase bestimmt und die kritischen Punkte identi�ziert.Anhand dieser Grenzf�alle wurden verschiedene Cross-Over-Szenarien diskutiert.Dabei wurde ein unterschiedliches Verhalten in Abh�angikeit des Vorzeichens derAnisotropie g festgestellt. Im Fall g > 0, d.h. f�ur die antiferromagnetische Phase,besteht die M�oglichkeit eines Zwischenregimes zwischen klassischem Grenzfallund Tieftemperaturverhalten, welches f�ur g < 0, also in der supraleitenden Pha-se, nicht vorkommt. Durch numerische Integration der RG-Gleichungen wurdedas Phasendiagramm auch quantitativ bestimmt. Dabei wird allerdings nichtber�ucksichtigt, da� die kritische Temperatur der supraleitenden Phase durchdas Absinken von TMF stark unterdr�uckt wird. Ein direkter Vergleich mit denExperimenten ist daher nicht m�oglich.Weiterhin wurde in dieser Arbeit die 1=N -Entwicklung auf das SO(5)-Modellangewendet. Die Sattelpunktsgleichung wurde f�ur N = 1 abgeleitet. Bei dernumerischen L�osung der Sattelpunktsgleichung wurde eine zunehmende Auf-spaltung der beiden Massenparameter mit wachsender Anisotropie gefunden.Die 1=N -Entwicklung sollte auch zur Bestimmung der NMR-Relaxationsrate1=T1 verwendet werden. Zu diesem Zweck wurden analytische Ausdr�ucke f�urdie Polarisation und die Spinsuszeptibilit�at abgeleitet. Die numerische Auswer-tung dieser Ausdr�ucke konnte im Rahmen der Diplomarbeit aber nicht mehrvollst�andig durchgef�uhrt werden.In dieser Arbeit wurden die Techniken der Renormierungsgruppe und der 1=N -73



74 Zusammenfassung und AusblickEntwicklung f�ur den anisotropen Fall analytisch soweit entwickelt, um darauserste qualitative Schlu�folgerungen ziehen zu k�onnen. F�ur einen quantitativenVergleich mit den experimentellen Daten reichen die bisherigen Ergebnisse abernoch nicht aus. Als Ansatzpunkt f�ur zuk�unftige Untersuchungen bietet sich da-her vor allem eine ausgiebigere numerische Untersuchung der abgeleiteten Aus-dr�ucke an. Mit Hilfe eines Parallelrechners konnten Chubukov et al. [Chu94a]die Relaxationsrate 1=T1 f�ur das isotrope O(3)-NLSM bestimmen. Prinzipiellsollten sich die von ihnen verwendeten Methoden auch f�ur den anisotropenFall verwenden lassen. Weiterhin kann mit Hilfe numerischer Rechnungen dasCross-Over-Verhalten der Renormierungsgruppengleichungen n�aher untersuchtwerden. Insbesondere das Verhalten des Systems im Zwischenregime ist nochnicht gekl�art. Ebenso ist bisher noch nicht verstanden, wie das Abfallen von TMFbei starker Dotierung konsistent in der Rechnung ber�ucksicht werden kann.
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