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1 Einleitung

Eines der interessantesten und aktuellsten Themen der Physik der kondensierten
Materie ist die Hochtemperatursupraleitung (HTS).

Seit der Entdeckung der HTS im Jahre 1986 durch Bednorz und Miiller [Bed86]
wurden zahlreiche Versuche unternommen, dieses ritselhafte Phidnomen theo-
retisch zu beschreiben. Bis heute existiert aber noch kein Modell, das alle ex-
perimentell beobachteten Phidnomene befriedigend erklért.

Ein Problem bei der theoretischen Erklirung der HTS besteht darin, daf selbst
sehr vereinfachte Modelle, wie z.B. das Hubbard-Modell [Hub63] oder das t-J-
Modell [Zha88], bisher weder analytisch noch numerisch in Dimensionen grofier
als eins gelost werden konnten. Fiir die mikroskopischen Beschreibung der fiir
die HTS relevanten Physik sind aber zweidimensionale Modelle notwendig.
Weiterhin weisen die HTS-Materialien neben der Supraleitung noch eine Viel-
zahl weiterer ungewohnlicher Phinomene auf, deren Zusammenhang mit der
HTS bisher noch nicht verstanden ist.

Die Ausgangsmaterialien der Hochtemperatursupraleiter stellen die erste expe-
rimentelle Realisierung von effektiv zweidimensionalen Antiferromagneten dar.
Die fiir den Antiferromagnetismus verantwortliche magnetische Wechselwirkung
zwischen den Elektronen sollte auch bei der Entstehung der Supraleitung eine
wichtige Rolle spielen. Ein theoretisches Modell, das die Verbindung zwischen
Antiferromagnetismus und HTS erklirt, wurde aber bis heute nicht gefunden.
Im Januar 1997 wurde von Shou-Cheng Zhang das phidnomenologische SO(5)-
Modell zur Erklarung der HT'S vorgeschlagen [Zha97]. In diesem Modell wird der
Zusammenhang zwischen HTS und Antiferromagnetismus realisiert, in dem eine
Symmetrie zwischen diesen beiden Phdnomenen postuliert wird. Dadurch lassen
sich eine Reihe von empirisch beobachteten Effekten recht einfach erklaren. Es
148t sich aber noch keine Aussage dariiber machen, ob sich die SO(5)-Theorie
als Modell fiir alle wesentlichen Aspekte der HTS eignet.

Die Akzeptanz des SO(5)-Modells wird zum einen davon abhingen, ob eine
iiberzeugende Ableitung aus mikroskopischen Modellen gelingt. Zum anderen
muf} sich das Modell bei der Vorraussage und Erklarung von typischen Effek-
ten der HT'S bewiihren. Das SO(5)-Modell wird hauptséchlich durch qualitative
Uberlegungen motiviert. Es ist noch ungeklirt, inwieweit es sich auch fiir quan-
titative Aussagen verwenden lafit. Dies wird in der vorliegenden Arbeit niher
untersucht.

Ziel dieser Arbeit ist es, analytische und numerische Methoden zu entwickeln,
die geeignet sind, experimentell {iberpriifbare Voraussagen aus dem SO(5)-
Modell fiir die HTS abzuleiten, und so einen Beitrag zu dessen Beurteilung
7u leisten.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:
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In Kapitel 2 geben wir einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten experi-
mentellen Eigenschaften der HTS-Materialien, deren Kenntnis zur Beurteilung
des SO(5)-Modell notwendig sind. Dabei wird auch auf einige der bisherigen
theoretischen Modelle eingegangen.

In Kapitel 3 wird das SO(5)-Modell eingefiihrt. Durch entsprechende Verein-
fachung wird das Modell auf die Form des anisotropen nichtlinearen Sigma-
Modells gebracht, welches die Basis fiir die weiteren Untersuchungen darstellt.
Es wird kurz auf die aktuelle Entwicklung seit der Einfiihrung des SO(5)-
Modells eingegangen.

Anschlieflend wird in Kapitel 4 die Methode der Renormierungsgruppe auf das
vorliegende SO(5)-Modell angewandt, um so ein qualitatives Phasendiagramm
zu erhalten. Die dabei gefundenen Renormierungsgruppen-Gleichungen gelten
fiir eine allgemeine Klasse von anisotropen nichtlinearen Sigma-Modellen in zwei
Dimensionen. Die Grenzfille grofler und kleiner Temperatur sowie verschiedene
Cross-Over-Verhalten werden diskutiert.

In Kapitel 5 wird die 1/N-Entwicklung zunéichst am Beispiel des Spin-1/2-
Antiferromagneten vorgestellt, und dann auf das SO(5)-Modell angewendet.
Wir leiten dabei eine Sattelpunktsgleichung fiir die Masse der elementaren An-
regungen ab und losen diese numerisch. Anschlielend leiten wir analytische
Ausdriicke fiir die Selbstenergie her, die im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr
vollstindig numerisch ausgewertet wurden.

Zum Abschlufl werden in Kapitel 6 die gewonnenen Ergebnisse zusammenge-
faBlt und diskutiert, sowie ein Ausblick auf mogliche zukiinftige Untersuchungen
gegeben.



2 Die Hochtemperatursupraleitung

In diesem Kapitel wird ein kurzer Uberblick iiber den aktuellen Stand der HTS

gegeben, wobei wir uns hauptsichlich auf Aspekte beschrinken, die fiir das

Verstiandnis des SO(5)-Modells wichtig sind.

Fiir eine allgemeinere und ausfiihrlichere Darstellung empfiehlt sich zum Bei-

spiel der aktuelle Ubersichtsartikel von M.B. Maple [Map98]. Theoretische Aspek-
te werden etwa in den Biichern von Auerbach [Aue94|, Fradkin [Fra91] und

Gonzales et al. [Gon95] dargestellt. Fiir speziellere Themen verweisen wir auf

die von Bedell et al. editierten Los Alamos Proceedings [Bed90, Bed94], sowie

auf die von Ginsberg editierte Reihe [Gin96).

2.1 Historisches

Kamerlingh Onnes entdeckte 1911, dal Quecksilber bei einer Temperatur von
ca. 4 K den elektrischen Widerstand plotzlich vollstédndig verliert. Diese Su-
praleitung wurde danach auch bei vielen anderen Elementen und einfachen
Verbindungen beobachtet, doch gab es lange Zeit keine Erkldrung fiir dieses
Phéanomen.

Erst 1957 gelang es Bardeen, Cooper und Schrieffer [Bar57|, eine Theorie vorzu-
schlagen, die das Auftreten der Supraleitung erfolgreich beschreiben konnte. In
der BCS-Theorie werden Elektronen paarweise zu sogenannten Cooper-Paaren
gebunden, wobei die anziehende Wechselwirkung durch Phononenaustausch ver-
mittelt wird. Die Cooper-Paare geniigen der Bose-Statistik und kénnen zu einer
Suprafliissigkeit kondensieren.

Die BCS-Theorie hat sich bei der Erklarung vieler in supraleitenden Materialien
auftretenden Effekte hervorragend bewihrt. So ergibt sich zum Beispiel aus der
BCS-Theorie, dafl die Temperatur 7, bei der die Supraleitung einsetzt, von der
Masse M des verwendeten Isotops wie

T, ~ M2 (2.1)

abhéngt, was mit den experimentellen Beobachtungen bei den meisten herkomm-
lichen Supraleitern gut iibereinstimmt. Eine allgemeine Einfiihrung in die BCS-
Theorie findet man in den Biichern von Schrieffer [Sch64] und Kittel [Kit88].
Nach der BCS-Theorie kann 7, nicht wesentlich grofier als 25 K sein. Anfang
der 70er Jahre war mit Nb3Ge und T, ~ 23K diese Schwelle fast erreicht.

Im Jahre 1986 entdeckten Bednorz und Miiller, dafl gewisse Verbindungen des
La-Ba-Cu-O Systems bei T, ~ 30 K supraleitend werden [Bed86]. Das iibera-
schende an dieser Entdeckung war nicht nur der hohe T.-Wert, der sich nicht
mehr mit Hilfe der BCS-Theorie erkldren 14t, sondern auch, dafl das betreffen-
de Material in nichtsupraleitendem Zustand eine isolierende Keramik darstellt

7
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Abbildung 1: Die Entwicklung der hochsten bekannten kritischen Temperatur
T, seit der Jahrhundertwende

und sich somit grundlegend von den zuvor untersuchten, meist metallischen
Supraleitern unterscheidet. Dies 10ste weltweite Forschungsaktivititen aus, in
deren Folge dhnliche Materialien mit immer héherem 7, gefunden wurden. Der
momentan hochste bekannte Wert fiir 7, wurde mit ca. 133 K in einer Ver-
bindung des Hg-Ba-Ca-Cu-O System gemessen [Put93]. Unter hohem Druck
erreicht man mit den gleichen Materialien sogar 7, =~ 164 K. Die Entwicklung
des hochsten bekannten T.-Wertes seit 1911 ist in Abbildung 1 dargestellt.
Inzwischen ist auch die technische Nutzung der meist spréden und schwer zu
bearbeitenden Hochtemperatursupraleiter in greifbare Nidhe geriickt. Insbeson-
dere das Erzeugen von hohen Magnetfeldern und die verlustfreie Ubertragung
elektrischer Leistung sind mogliche Anwendungsgebiete. Weitere Anwendungen
werden in der supraleitenden Elektronik erwartet. Man geht allgemein davon
aus, daf die HTS die Entwicklung der Technologie in den néchsten fiinf bis zehn
Jahren wesentlich beeinflussen wird.

2.2 Experimentelle Ergebnisse

Seit ihrer Entdeckung 1986 gehoren die Hochtemperatursupraleiter zu den am
besten untersuchten Materialien in der Physik. Auch wenn der Mechanismus,
der zur HTS fiihrt noch nicht verstanden ist, konnten doch viele wichtige Teil-
fragen inzwischen geklart werden.
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Abbildung 2: Struktur von Las_,Sr,CuOy

2.2.1 Die Struktur der Hochtemperatursupraleiter

Die HTS-Materialien haben typischerweise eine Struktur wie in Abbildung 2
am Beispiel von Las_,Sr,Cu04 dargestellt. Bei diesem Material wechseln sich
einzelne leitende Kupferdioxidebenen mit isolierenden Schichten anderer Ele-
mente ab. Es sind auch HTS-Materialien bekannt, bei denen jeweils zwei oder
drei Kupferdioxidebenen zu einer Lage zusammengefafit sind.

Im Unterschied zu den konventionellen Supraleitern tritt bei den Hochtempe-
ratursupraleitern so gut wie kein Isotopeneffekt auf. Dies ist ein wichtiger Hin-
weis darauf, daf§ die anziehende Wechselwirkung zwischen den Elektronen nicht
durch Phononenaustausch oder andere vom Kristallgitter abhingende Mecha-
nismen vermittelt wird. Die BCS-Theorie reicht folglich nicht zur Erklirung der
HTS aus.

Die fiir die Supraleitung wesentliche Physik findet nach heutiger Auffassung
in den zentralen Kupferdioxidebenen statt. Die umgebenden Schichten stel-
len lediglich ein Ladungsreservoir dar, iiber das die Anzahl der Elektronen auf
den C'uOs-Ebenen reguliert wird. Diese Regulierung wird durch entsprechende
Dotierung erreicht. So wird zum Beispiel in antiferromagnetischem LasCuO,
dreiwertiges Lanthan durch zweiwertiges Strontium ersetzt. In LayCuQy ist
das 3d,2_,2-Orbital der Cu®*-Tonen genau halb gefiillt. Aufgrund der starken
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Abbildung 3: Phasendiagramm von Lay ,ST,CuQO, in Abhingigkeit der Dotie-
rung x

Coulomb-Abstoflung zwischen Elektronen, die sich auf demselben C'u-Ion befin-
den, sind die Elektronen auf den Kupferpldtzen lokalisiert und es bildet sich an-
tiferromagnetische Ordnung aus. Durch die Dotierung entstehen auf den CuOs-
Ebenen zusitzliche Locher, welche die antiferromagnetische Ordnung zerstéren
und auf noch nicht geklirte Weise zur Supraleitung fithren. Das Phasendia-
gramm von Lay ,Sr,CuQO, in Abhéingigkeit der Dotierung x ist in Abbildung 3
dargestellt. Diese Art von Phasendiagramm wird typischerweise bei fast allen
Hochtemperatursupraleitern beobachtet. Zwischen der antiferromagnetischen
(AFM) und der supraleitenden (SC) Phase tritt eine Spinglasphase (SG) auf,
in der keine langreichweitige Ordnung herrscht. Man vermutet, dafy diese Phase
durch Storstellen in den untersuchten Materialien hervorgerufen wird, und bei
sehr reinen Proben nicht auftritt.

2.2.2 Die Symmetrie des Ordnungsparameters

Ein weiterer Unterschied zwischen konventionellen und Hochtemperatursupra-
leitern besteht in der Symmetrie des Ordnungsparameters A. Dieser ist mikro-
skopisch definiert als der Erwartungswert des Cooper-Paar Operators,

Ao (k) = % SV (I K nC ). (2.2)
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Hierbei ist V' (k, k') die Cooper-Paar-Wellenfunktion und ¢y, ein Fermioperator,
der ein Elektron mit Impuls k und Spin ¢ vernichtet.
Da die Fermioperatoren antivertauschen gilt

At (K) = — B, (k) = A(K) {01 (1)} | (2.3)
Der Ordnungsparameter A(k) ist also beziiglich Drehungen im Spinraum ein
Skalar.
Konventionelle Supraleiter besitzen einen im Impulsraum isotropen Ordnungs-
parameter, d.h. A(k) = Ay héngt nicht von k ab. Aus der BCS-Theorie folgt
daraus eine isotrope Liicke (Gap) im Anregungsspektrum von 2|Ag|.
Insbesondere in den mit Lochern dotierten Hochtemperatursupraleitern beob-
achtet man einen anisotropen Anregungs-Gap. Diese Anisotropie laft sich durch
eine d,>_,»-Symmetrie des Ordnungsparameters erkldren, d.h.

A(k) = Ag[cos(kya) — cos(kya)], (2.4)

wobei a die Gitterkonstante der Cu(Oy-Ebenen ist.

Die Symmetrie des Ordnungsparameters ist also niedriger als die Symmetrie des
zugrundeliegenden Kristallgitters'. Es gibt eindimensionale Linien auf der Fer-
mioberfliche, an denen A(k) verschwindet, und somit verschwindet dort auch
der Gap des Anregungsspektrums. Die Symmetrie des Ordnungsparameters ist
in Abbildung 4 dargestellt. Um den Ordnungsparameter vollstéindig zu bestim-
men, miissen also sowohl sein Betrag als auch seine Phase in Abhingigkeit von
k gemessen werden. Im Gegensatz zu den mit Lochern dotierten Supraleitern,
scheinen die mit Elektronen dotierten Hochtemperatursupraleiter eine s-Wellen-
beziehungsweise eine erweiterte s-Wellen-Symmetrie aufzuweisen [Sta95]. Bei
der erweiterten s-Wellen-Symmetrie ist der Ordnungsparameter nicht isotrop,
besitzt aber die volle Symmetrie des Kristallgitters.

2.2.3 Der normalleitende Zustand

Neben der supraleitenden und antiferromagnetischen Phase besitzt auch die
normalleitende Phase der Kuprate sehr bemerkenswerte Eigenschaften.

Bei vielen mit Lochern dotierten Supraleitern beobachtet man bei optimaler
Dotierung (die Dotierung mit der hichsten kritischen Temperatur 7.), daf der
elektrische Widerstand in der CuOy-Ebene pg,(T) linear von der Temperatur
abhéngt:

par(T) = pap(0) + T (2.5)

'"In der Notation von Landau und Lifschitz [Lan88] hat das Kristallgitter eine Dsp-
Symmetrie
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Abbildung 4: Skizze der d,»_,»-Wellen-Symmetrie des Ordnungsparameters
beziiglich der Fermikante bei halber Fiillung. Die Phasen des Ordnungspara-
meters in den Bereichen 4+ und — sind um 7 gegeneinander verschoben.

Diese lineare Abhéngigkeit bleibt von T, bis zu Temperaturen von etwa 1000
K bestehen. Das extrapolierte pq,(0) ist fast Null. Diese Verhalten wird als
Anzeichen dafiir gewertet, dafi die Fermifliissigkeitstheorie in dieser Situation
eventuell nicht anwendbar ist [And87, Lau88]. Nach der Fermifliissigkeitstheorie
erwartet man nimlich ein Verhalten p ~ T2 , wie man es zum Beispiel im Fall
des mit Elektronen optimal dotierten SmCeCuO auch tatsichlich beobachtet.
Auch fiir nicht optimal dotierte Supraleiter ist das Verhalten der elektrischen
Widersténde p,, und p. bemerkenswert. Im unterdotierten Bereich weisen so-
wohl pg als auch p. Isolatorverhalten auf, d.h. der Widerstand nimmt bei hohen
Temperaturen mit steigender Temperatur ab. Im iiberdotierten Bereich verhal-
ten sich pg, und p,. dagegen metallisch (0p/0T > 0).

2.2.4 Der Pseudogap

Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft des normalleitenden Zustandes ist
das Pseudogap-Verhalten, das bei unterdotierten Kupraten in einer Reihe von
MefBgrofien beobachtet wird. So weicht etwa der elektrische Widerstand in den
CuQOs-Ebenen p,, unterhalb einer charakteristischen Temperatur T von seinem
linearen Verhalten bei hohen Temperaturen ab, wie in Abbildung 5 skizziert.
Man nimmt an, daf3 sich unterhalb von T lokale Elektronenpaarsinguletts aus-
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Abbildung 5: Skizze des Pseudogapverhaltens fiir pg,

bilden, die zu einer Verarmung niederenergetischer Anregungen fithren und da-
durch den Widerstand erh6hen. Da aber noch niederenergetische Anregungen
vorhanden sind, spricht man von einem Pseudogap. Der Pseudogap hat dieselbe
Symmetrie wie der Supraleitungsgap. Unterhalb von T, scheint der Supralei-
tungsgap stetig aus dem Pseudogap hervorzugehen, wodurch eine gemeinsame
Ursache beider Phédnomene nahegelegt wird.

2.3 Theoretische Modelle
2.3.1 Das Hubbard-Modell

Die wesentliche Physik der HTS findet nach heutiger Auffassung in den zentra-
len Kupferdioxidebenen statt. Ohne Dotierung befinden sich die Kupferionen
im Cu?*-Zustand, sie haben also ein Elektron weniger als zur Komplettierung
der 3d-Schale benétigt wird. Die Sauerstoffionen befinden sich im O?~ Zustand,
die zweite Hauptschale ist somit vollstindig besetzt. Bei einer Dotierung mit
Elektronen werden die zuséitzlichen Elektronen dazu tendieren, die 3d-Schalen
des Kupfers zu komplettieren. Bei der Beschreibung der Dynamik dieses Sy-
stems beschrinkt man sich daher in erster Niherung auf die 3d,2_,2-Orbitale des
Kupfers. Von Anderson wurde daher schon 1987 [And87] das zweidimensionale
Einband-Hubbard-Modell mit néchster Nachbarwechselwirkung zur Beschrei-
bung der Dynamik der Elektronen in den Kupferdioxidebenen vorgeschlagen.
Dieses Model besitzt den Hamiltonoperator:

H=—1 Z (Cja'cja' + h(,‘) + UZ NNy . (26)

Dabei bedeutet (7, j), dafl nur iiber benachbarte Gitterpliatze summiert wird.

¢! ist ein Fermion-Operator, der im 3d,>_,»-Orbital des iten Kupferions einen
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Ladungstriger (Elektron oder Loch, je nach Art der Dotierung) mit Spin o €
{1, ]} erzeugt und die tiblichen fermionischen Antivertauschungsrelationen

{(‘m, ’T' } = (s”(saa ) (27)
{ Cig» € } { Cigs Cjor } =0 (28)

erfillt. n;, = cjgcw zahlt die Anzahl der Ladungstriager auf dem i-ten Platz mit
Spin o. t ist der Hoppingparameter, der die Wahrscheinlichkeit fiir das Hiipfen
der Elektronen zu benachbarten Gitterplitzen reguliert, und U ist ein Maf fiir

die Abstolung zweier Elektronen am selben Platz.

2.3.2 Molekularfeldndherung

Das Hubbard-Modell konnte bisher in zwei Dimensionen noch nicht gelost wer-
den, man ist daher auf Ndherungsverfahren angewiesen, die auf vereinfachte
Modelle fiithren. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung sei auf die Lehrbiicher zu
diesem Thema verwiesen [Aue94, Fradl, Tsv95], denen die folgende Darstellung
zum Teil entnommen ist.

Das Hubbard-Modell (2.6) 148t sich mit Hilfe der Antivertauschungsrelationen
auf die folgende Form bringen

M=t (ce,+hc) ——UZ (2.9)

(ix4),0
wobei der Spin Operator gegeben ist durch
IS
Si = 3 Z N T (2.10)

oo’

Der Vektor 7,, hat als Komponenten die Pauli-Matrizen.

In der Molekularfeldniherung gehen wir davon aus, dafl S; einen Erwartungs-
wert (S;) annimmt, und wir die Fluktuationen um den Erwartungswert in zwei-
ter Ordnung vernachlissigen konnen. Wir ndhern also

S* ~ (S)* +2(S) - (S — (S)). (2.11)

Mit M; = —2(S;) erhalten wir durch Einsetzen von (2.11) in (2.9) als Mole-

kularfeld-Hamiltonoperator

:—tz CigCiy T hoc) + 8?]2(1\/[1:)24—21\/[7:'37:, (2.12)

(1.7

beziehungsweise nach Fouriertransformation
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MF __ ko 3 2 *
H _/(%)2 (Ze(k)ng(kH@M(kn +M (k)-S(k)), (2.13)

mit
d’k' 1
_ t li I
0= [ G & A 41 (2.14)
e(k) = —4t(cos ky + cos k). (2.15)

Betrachten wir ein Molekularfeld mit Néel Form
M; = Mg cos(Q - x;), (2.16)

mit Q = (m, ), dann laBt sich HMY ausdriicken als
3 d’k 1 1
ME — _—_M,? — k)n, (k - - Mg + =S(—Q) - M.
W= St [0 <Z< o )) +15(Q) Mo+ 15(-Q) - M,
(2.17)

Nach Diagonalisieren von (2.17) erhélt man die zweifach entartete Dispersions-
relation

1
By = i\/eQ(k) + Mo, (2.18)

die bei k = (7/2,7/2) einen Gap der Griofie M| aufweist.
Bei halber Fiillung werden die Elektronen das untere Band mit der Dispersion
E_ vollstindig belegen. Die Gesamtenergie des Systems ist in diesem Fall

3
Eyes = @\MOF + / E_(k). (2.19)

JO0< kg ey <7 (27T)2 -

M, wird sich so einstellen, dafl die Gesamtenergie minimal wird. Daraus ergibt
sich fiir Mg

3 d’k 1
2U  Jock, ky<n (27) \/eQ(k) + 1/Mp|?

mit der Losung fiir U < ¢

2t
‘M| ~ 4tm exp(—3m—). (2.21)
u
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Abbildung 6: Die antiferromagnetische Magnetisierung S = Mg /U in der Mo-
lekularfeldtheorie [Sch88].

In Abbildung 6 aus der Arbeit von Schrieffer, Wen und Zhang [Sch88] ist M,
fiir allgemeines U/t dargestellt.

Nach der Molekularfeldtheorie nimmt Mg und damit S(Q) einen endlichen Wert
an. Der Grundzustand scheint antiferromagnetisch zu sein. Auflerdem tritt ein
Gap im elektronischen Anregungsspektrum auf. Allerdings vernachlissigen wir
in der Molekularfeldndherung die Dynamik des Feldes M. So gibt es aufgrund
des Goldstone-Theorems bei spontan gebrochenen Symmetrien, wie dem Anti-
ferromagnetismus, masselose Goldstone-Bosonen, die in der Molekularfeldtheo-
rie nicht auftauchen.

2.3.3 Das t-J-Modell

Betrachten wir den Fall, dal die Zahl der Elektronen nicht gréfier als die Zahl
der Plétze ist. Fiir U > t ist eine Storungsentwicklung in /U mdoglich. Hierbei
ist der Hamiltonoperator in nullter Ordnung

H, ist in der Teilchenzahldarstellung des zugrundeliegenden Fockraumes F dia-
gonal. Wir unterteilen den Fockraum in zwei Unterrdume
F=8aD, (2.23)

wobei § der Unterraum mit Eigenzustdnden zum Energieeigenwert null und D
der dazu senkrechte Raum ist. Fiir einen Zustand aus S sind also alle Platze
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hochstens einmal besetzt, wogegen Zustdnde aus D mindestens einen doppelt
besetzten Platz haben und somit mindestens die Energie U besitzen.
Wir betrachten nun den kinetischen Term

VA Z (cjﬁcj” + h.c.) (2.24)
(i,5),0

als Storung. Der Hamiltonoperator (2.6) hat beziiglich der Unterteilung (2.23)
die Form

Y (PS(HO +H)P,  PHP, ) | (2.25)

PyH' Py Py(Ho +H')Py

wobei P; und P, die Projektoren auf die Unterrdume S beziehungsweise D sind.
Wir suchen nun einen effektiven Hamiltonoperator auf dem Raum S, der das
Spektrum der niederenergetischen Anregungen richtig wiedergibt. Dazu be-
trachten wir die Resolvente von H

GE)=(E—H)' (2.26)
und definieren H*" auf dem Unterraum & iiber die Beziehung
PG(E)P, = (F — H(E)) .. (2.27)

Mit Hilfe der Identitat fiir Blockmatrizen

~1
(g g) —(A-BD'C)", (2.28)
11
erhilt man
HN(E) = PH'Py + PH! (Pi(E — (Mo +H')Pa)” H'Ps. (2.29)
Mit der Ndherung
- 1
(PAE — (Ho+ H)Pa) "~ == Y memy (2.30)
J
erhalten wir daraus das t-J-Modell
1
HT =P, | H — ﬁtQ Z cjﬁcj”nﬂnﬂc;g,ckg, P;. (2.31)

(ij)(jk)oo’
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Durch Umordnen der Fermioperatoren erhilt man mit J = 4¢*/U die in der
Literatur iibliche Form,

1
H =P | =t Y (chejp +he) +7) (SiS; — Jning) +H' | P (2.32)

(ix5)0 (ig)

2 itk
H = BT (Z(cjac,mnj) —dlre, - C;TC]) : (2.33)
(i5)(ik)
Der Term H' beschreibt das Springen von Elektronen auf iibernichste Nach-
barpldtze. In der Literatur wird dieser Term héaufig weggelassen, mit der Be-
griindung, dafy das Springen um zwei Plitze die antiferromagnetische Ordnung
nicht zerstort.
Bei den mit Lochern dotierten HT'S-Materialien spielen auch die p-Orbitale der
Sauerstoffionen zwischen den Kupferplédtzen eine Rolle, da sich hier die durch die
Dotierung entstehenden Licher bevorzugt aufhalten. In einem 3-Band-Hubbard-
Modell werden diese Orbitale adéquat beriicksichtigt. Unter der Annahme einer
starken Coulomb-Abstoflung fiir zwei Elektronen auf demselben C'u- oder O-
Platz wurde von Zhang und Rice [Zha88| das 3-Band-Hubbard-Modell auf das
t-J-Modell zuriickfiihren.
Das t-J-Modell stellt gegeniiber dem Hubbard-Modell eine wesentliche Verein-
fachung dar. Fiir N Plitze wird die Komplexitiit des Zustandsraumes von 4"
auf 3% verringert, da doppelt besetzte Plitze nicht mehr auftreten. Dennoch ist
auch das t-J-Modell in zwei Dimensionen bisher noch nicht geldst.

a

2.3.4 Das Heisenbergmodell

Fiir den Fall halber Fiillung, d.h. wenn die Anzahl der Elektronen und der
Locher gleich ist, fillt der kinetische Term und der Term H! in (2.32) weg, da
keine Plidtze ohne Elektronen mehr vorhanden sind, auf welche die Elektronen
springen kénnten. Das Modell reduziert sich auf das antiferromagnetische Spin-
1/2-Quanten-Heisenberg-Modell mit dem Hamiltonoperator

(i)

Obwohl der Zustandsraum jetzt nur noch 2 Dimensionen hat, konnte auch die-
ses Modell in zwei rdumlichen Dimensionen bis heute nicht exakt gelost werden.
Es ist bekannt, daf} der Grundzustand ein Singulett ist, und man geht heute
davon aus, daf3 dieser langreichweitige antiferromagnetische Ordnung besitzt.
Um das Heisenberg-Modell (2.34) niher zu untersuchen, ist es niitzlich spin-
kohédrente Zustidnde einzufiihren

ez iaug.
‘Q > = ezS gblezS' 0;

1/2,m=1/2 >;, (2.35)
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die durch den Einheitsvektor
Q2 = (sin @ cos ¢, sin O sin ¢, cos ) (2.36)

parametrisiert werden.
Die Zustandssumme des Heisenberg-Modells ist gegeben durch

B
Z =TrT, exp <—/ dT’HH> : (2.37)
0

wobei T, der Zeitordnungsoperator beziiglich 7 ist.
Mit Hilfe der spinkohérenten Zusténde kann (2.37) als Pfadintegral tiber €2;(7)
geschrieben werden,

Z = / (H DQ,;(T)> exp(—S[€2]), (2.38)

B
5[9]:—% ' w[Qi]+/0 drHE[Q(T)], (2.39)
mit
B
wl] = —/ dr cos 0,0, ¢;, (2.40)
HI[Q(1)] = %ZQ Q. (2.41)

Hierbei ist w[();] die Berryphase. Diese mifit die Fliche, die von Q;(7) auf der
Oberfliche der Einheitskugel umfahren wird.

Mit Hilfe der Haldane Abbildung [Hal83] wird die langwellige Dynamik des
Quanten-Heisenberg- Antiferromagneten fiir Spin S > 1 auf das nichtlineare
0O(3) Sigma-Modell (O(3)-NLSM) abgebildet.

Dabei parametrisiert man

(2.42)

wobei 7; = +1 so gewihlt wird, dafl nichste Nachbarn unterschiedliche Vorzei-
chen haben. Die Vektorfelder L und n erfiillen die Bedingungen
n(z)| = 1 (2.43)
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Wir fordern weiterhin, dafl n keine Fourierkomponenten gréfler als A besitzt,
wobei A ein Abschneideparameter fiir die relevanten Fluktuationen in (2.38)
ist. n stellt somit ein lokales Néel-Feld dar. Wir nehmen A < 1/a an, wobei a
die Gitterkonstante ist. (2.38) lafit sich zu einem Pfadintegral iiber die Felder
L und n umschreiben. Nach Ausintegrieren von L ergibt sich das nichtlineare
Sigma-Modell

B
7= /Dné(n2 — 1) exp (—% / dr / d*z (xo|0-n|* + pSVn|2)> (2.45)
: JoJa

wobei die Spinsteifigkeit p, = JS? und die Spinsuszeptibilitit x, = 1/(8Ja?)
eingefithrt wurden. Fiir die Einzelheiten zu dieser Ableitung verweisen wir auf
das Buch von Auerbach [Aue94].

Fiir den uns interessierenden Fall S = 1/2 gilt die obige Ableitung nicht mehr,
da sich kein geeigneter Abschneideparameter A < 1/a finden 1&8t, sodal Fluk-
tuationen mit Wellenvektor grofler als A nicht mehr nennenswert zur Zustands-
summe beitragen. Chakravarty, Halperin und Nelson [Cha89] konnten das O(3)-
NLSM aber dennoch erfolgreich zur Beschreibung von LasCuQO4 benutzen. Die
Parameter p, und y, wurden dabei empirisch bestimmt. Diese Parameter kénnen
auch durch Reihenentwicklungen [Sin89] und Monte-Carlo Simulationen be-
stimmt werden. Numerische Rechnungen von Wiese und Ying ergeben [Wie94]
ps = 0.186.J und xo = 0.0667/(Ja?), beide Parameter sind also wesentlich klei-
ner als aus dem Grenzfall fiir grofle S zu erwarten ist.



3 Das SO(5)-Modell

In diesem Kapitel stellen wir das von Shou-Cheng Zhang zur Erkldrung der
Hochtemperatursupraleitung vorgeschlagene phinomenologische SO(5)-Modell
[Zha97] vor. Dieses Modell bildet die Grundlage fiir die weitere Arbeit. Eine
allgemeinere Darstellung findet man zum Beispiel in dem Artikel von Hanke,
Eder und Arrigoni [Han98].

3.1 Der Superspin

Die SO(5)-Theorie geht von der Beobachtung aus, da$ die Hochtemperatur-
supraleiter sich im wesentlichen durch die Dotierung von ihren antiferroma-
gnetischen Ausgangsmaterialien unterscheiden. Man nimmt daher an, dafl die
Effekte Supraleitung und Antiferromagnetismus eine gemeinsame Ursache ha-
ben. Zhang sieht diese gemeinsame Ursache in der Singulett Paarbildung der
Elektronen, die bei einer Temperatur Th,r auftritt. Im t-J-Modell ist der .J-
Term fiir diese Paarbildung verantwortlich. Bei halber Fiillung ist Ty, von der
Groflenordnung 1000K und nimmt mit zunehmender Dotierung auf 0K ab, da
zusitzliche Locher die Elektronenpaarbindung erschweren. T, wird im Rah-
men des SO(5) Modells mit der Pseudogap-Temperatur 7* (vgl. Abbildung 5)
identifiziert.

Im Gegensatz zur BCS-Theorie ist das Auftreten von Elektronpaaren aber nicht
gleichbedeutend mit dem Einsetzen der Supraleitung. Erst bei einer wesentlich
tieferen Temperatur bildet sich langreichweitige Ordnung aus. Beschrinken wir
uns auf die mit Lochern dotierten HTS-Materialien wie La-Sr-Cu-O, so hingt
die Art dieser Ordnung von der Anzahl der Licher im System ab.

Es ist zweckméfig, die Anzahl der Locher iiber ein chemisches Potential p zu
regulieren. p ist die durch Addition eines Loches gewonnene Energie. Aus der
Thermodynamik folgt, dafl zwischen p und der Anzahl der Lécher im System ein
zwar monotoner aber nicht notwendigerweise trivialer Zusammenhang besteht.
Wir eichen das chemische Potential so, daf§ bei halber Fiillung pu = 0 ist.

Sind nur wenige Locher vorhanden, so ordnen sich die kohiirent gebundenen
Elektronpaare rdumlich zu einer kristallartigen Struktur an und es bildet sich
antiferromagnetische Ordnung aus. Wird die Anzahl der Locher erhoht, so wird
bei einem gewissen p. die antiferromagnetische Phase auch im Grundzustand
des Systems zerstort sein, es tritt also selbst bei 7" = 0 keine antiferroma-
gnetische Ordnung auf. Bei einer weiteren Erhéhung von g kondensieren die
Elektronen-Singuletts stattdessen zu einer Suprafliissigkeit, d.h. man befindet
sich in der supraleitenden Phase. u,. stellt also einen quantenkritischen Punkt
dar. Wird die Locherkonzentration weiter erhéht, so werden die Elektronensin-
guletts selbst zerstort, d.h. Ty, ist auf 0 K abgesunken. Dieses Szenario ist in

21
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=V

Abbildung 7: Phasendiagramm mit quantenkritischem Punkt p.. Ty ist die
Néeltemperatur, Tp und Ts sind Crossovertemperaturen, unterhalb derer sich
der Superspin in der AF oder SC-Ebene befindet [Zha97].

Abbildung 7 dargestellt. Daneben sind auch Szenarien mit mehr als einem g,
moglich, auf die aber im folgenden nicht ndher eingegangen wird.

Der Ordnungsparameter der antiferromagnetischen Phase, ist der Néel Vektor,
der als der Erwartungswert des folgenden Vektoroperators definiert ist:

N = Z CL+QJTWI Che - (3.1)

koo’

Dabei sind die Operatoren (’L und ¢ ; Elektronen-Erzeugnungs- und Vernich-
tungsoperatoren zum Impuls k und Spin o € {1, 1}, und Q = (x, ) ist der an-
tiferromagnetische Ordnungsvektor. Der Néel- Ordnungsparameter hat SO(3)-
Symmetrie. Die Generatoren dieser Symmetriegruppe sind die drei Komponen-
ten des Gesamtspins S.

Der Ordnungsparameter der supraleitenden Phase ist gegeben durch den Er-
wartungswert der Operatoren

Re(¥) = A4+ A, (3.2)
Im(¥) = —i(AT - A), 3.3
(3.4)
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mit dem Cooper-Paar Operator
Zg (’kT(’ k| (3.5)

und der d-Wellen Symmetriefunktion
g(k) = cos k, — cos k,. (3.6)

Dieser Ordnungsparameter besitzt die U(1)-Symmetrie. Als Generator dieser
Symmetriegruppe dient die Gesamtladung

1
Q= 5(#Elektr0nen — #Gitterplitze). (3.7)

Zhangs wesentliche Idee besteht nun darin, diese beiden drei- und zweidimen-
sionalen Ordnungsparameter zu einem fiinfdimensionalen Ordnungsparameter,
dem “Superspin” n zusammenzufassen,

n = Re(¥) (3.8)
ns = N, (3.9)
ny = N, (3.10)
ng = N, (3.11)
ns = Im(¥) (3.12)

und fiir diesen Ordnungsparameter eine SO(5)-Symmetrie zu fordern.

Die SO(5)-Gruppe hat 10 Generatoren. Von diesen sind 4 die bekannten Ge-
neratoren der SO(3) und U(1) Untergruppe. Die restlichen 6 Generatoren sind
die von Demler und Zhang [Dem95] gefundenen w-Operatoren,

Zg Pk-l—er T TU)UU’(’{I(,U” (3.13)
T, = (7r;g)”f (3.14)
wobei o die Werte z, y, oder z annimmt.
Die zehn Generatoren L,, = —L;, der Liealgebra zu SO(5) erfiillen die Vertau-
schungsrelation

[La,b; Lbc] = i((S(med - 6a,dLbr: - 6bcLad6dea,c)- (315)

wobei die a, b, ¢ und d von 1 bis 5 laufen.
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Wihlt man die Generatoren wie folgt,

0 —(rl+m) —(f+m) -@l+m)  -Q
T+, 0 S, -5, i(n) — )
Loy = |7+, -5, 0 Sa i(w} —m,)
T4, Sy -5, 0 i(m] — )
Q  -ill-m) —iej-m,) —itxl-m) 0 ],
(3.16)

so wird (3.15) erfiillt.

Die m-Operatoren erzeugen eine Drehung aus der antiferromagnetischen Hy-
perebene in die supraleitende Hyperebene. Anders als die iibrigen Generatoren
vertauschen die w-Operatoren nicht mit dem Hamiltonoperator des t-J-Models.
Laut Zhang [Zha97| gilt aber die Beziehung

[H 7l ]~ werl (3.17)

mit wy = J(1 —n)/2 — 2u, wobei n die Elektronendichte und J der aus dem
t-J-Modell bekannte Parameter ist. Die m-Operatoren sind hiernach also nédhe-
rungsweise Eigenoperatoren des t-J-Models. Dies wird auch durch numerische
Rechnungen von Demler et al. [Dem97b| untermauert.

Das Entstehen von Supraleitung und Antiferromagnetismus wird mit dem Ver-
halten des Superspins in Verbindung gebracht. Das Ausbilden von Elektronen-
singuletts unterhalb der Mean-Field Temperatur 7, bedeutet, dafy der Super-
spin einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Dieser Ubergang lit sich
durch ein Ginzburg-Landau-Potential

F = a|n|* + bjn|* (3.18)

beschreiben, wobei a bei T),;r das Vorzeichen wechselt. Im folgenden beriick-
sichtigen wir nur die Richtung nicht aber den Betrag des Superspins und setzen
daher

n| = 1. (3.19)

Dadurch wird allerdings das Abfallen von T™ bei zunehmender Dotierung
nicht beriicksichtigt, was sich als problematisch herausstellt.

Die Richtung des Superspins ist bei Temperaturen wenig unterhalb von Ty, p
noch nicht festgelegt. Das System besitzt also noch die volle SO(5)-Symmetrie,
und damit keine Ordnung.

Bei weiterem Abkiihlen wird das System supraleitend oder antiferromagnetisch.
In der Sprache des Superspin bedeutet ein Ubergang zur supraleitenden Phase,
daB} der Superspin einen festen Wert in der (ny, ns)-Hyperebene annimmt. Ana-
log bedeutet ein Ubergang zur antiferromagnetischen Phase, daf der Superspin
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einen festen Wert in der (ng, ns, ny)-Hyperebene annimmt. Dadurch werden die
Temperaturen 7T, und T in Abbildung 7 definiert. Die ebenfalls in Abbildung 7
eingezeichneten Tp und Ty sind die Temperaturen, ab denen sich der Superspin
zwar in der antiferromagnetischen bzw. supraleitenden Ebene befindet, jedoch
in dieser noch keinen festen Wert angenommen hat.

Die bei der Symmetriebrechung bevorzugte Ebene mufl vom chemischen Po-
tential abhéngen, damit der experimentell beobachtete Einflufy der Dotierung
richtig beriicksichtigt werden kann.

3.2 Beschreibung durch das nichtlineare Sigma-Modell

Zur quantitativen Beschreibung der bisherigen Uberlegungen wurde von Zhang
das anisotrope quanten nichtlineare Sigma-Modell mit fiinfdimensionalem Spin-
raum (SO(5)-NLSM) vorgeschlagen. Auf diesem Modell basieren alle weiteren
quantitativen Betrachtungen dieser Arbeit.

Experimentell beobachtet man, da mit zunehmender Dotierung ein Ubergang
vom Antiferromagneten zum Supraleiter stattfindet. Durch die Dotierung wird
die Anzahl der Locher (bei p-artigen Supraleitern) im System erhoht.

Um dieses Verhalten in unserem Modell zu reproduzieren, miissen im nieder-
energetischen Hamiltonoperator anisotrope Terme auftauchen, welche die bei
hohen Temperaturen vorhandene SO(5)-Symmetrie brechen. Weiterhin miissen
diese Terme von der Dotierung, beziehungsweise in der grokanonischen Formu-
lierung vom chemischen Potential ;2 abhidngen. Da die undotierten (1 = 0) Ba-
sismaterialien Antiferromagnete sind, miissen die anisotropen Terme so gewéhlt
werden, dafl bei y = 0 die antiferromagnetische Hyperebene bevorzugt wird.
Das von Zhang eingefiihrte nichtlineare Sigma-Modell geht von folgender Ha-
miltondichte (¢ = iT) aus:

Xab Pab
H =) o)+ Y @) + V(n), (3.20)
a<b a<b
mit
”(Ifb = NgOkny — NpOkNy, (3_21)
Wap = N (Ornpy — 1Byene) — np(0rng — iBaene). (3.22)

Hierbei sind die B,, duflere Potentiale, die an die einzelnen Spinkomponen-
ten ankoppeln. In unserem Fall ist der einzige von Null verschiedene Eintrag
Bys = —Bs; = 2u. Dadurch wird die Kopplung des chemischen Potentials an
die Ladung beschrieben.

AuBlerdem tritt in (3.20) der Potentialterm

V(n) = —g(ng + nj +nj) (3.23)
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auf, wobei g eine Kopplungskonstante ist, die die Stirke der Anisotropie regu-
liert. Damit bei y = 0 die antiferromagnetische Hyperebene bevorzugt wird,
setzt man g > 0. Dadurch erreicht man, dafl bei halber Fiillung das System
antiferromagnetisch ist.

Die Konstanten y,, und pg hingen auf folgende Weise mit der Spinsuszepti-
blilitdt xs, der Ladungskompressibilitdt y., der Spinsteifigkeit p, und der La-
dungssteifigkeit p. zusammen:

Xe = X15 Pec = P15 (3.24)
Xs = X23 = X24 = X34 Ps = P23 = P24 = P34- (3.25)

Zusitzlich werden nun noch eine “m-Suszeptibilitit” und eine “m-Steifigkeit”
definiert,

Xz = X12 = X13 = X14 (3.26)
Px = P12 = P13 = P14, (3.27)

die das dynamische Verhalten des Systems bei Drehungen aus der supraleitenden
Ebene in die antiferromagnetische Ebene beschreiben.

Durch Ausmultiplizieren der Ankopplung des chemischen Potentials erhalten
wir aus (3.20)

a Xa ~ pa
H=3" waa,,(m)Q +) 7”[7)5,,(.7:)]2 + Vas(n), (3.28)
a<b a<b
mit
Dap = NaOrny — Np0-Ny, (3.29)
g
Ver(n) = =3 (n5 + ng +nj)
(QM)Z 2 2 2 2 2 2 2
Ty (n1 + n5)[Xc(”1 + n5) + XW(nQ +nz + n4)]. (3-30)

Die grolkanonische Zustandssumme hat also die Form

7 = /[dna]é(n2 — 1) exp(— /OﬂdT/ddxHa). (3.31)

Dieses Modell stellt eine anisotrope Verallgemeinerung des ausgiebig untersuch-
ten O(N)-NLSM dar. In diesem allgemeinen Fall wird eine Anisotropie in den
Materialkonstanten x,, und pg und im effektiven Potential Vg angenommen.
Zur Vereinfachung werden wir uns im folgenden auf den Fall beschrinken, daf
keine Anisotropie in den Suszeptibilitdten und Steifigkeiten auftritt:

X =Xe = Xs = Xm» (332)
p=pec=Ps= pr- (3.33)
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Dadurch vereinfacht sich Vg zu

Vg = 'q;ﬂ (n? +n2), (3.34)
mit
gert = g — (210)°X, (3.35)
und H?* wird zu
X 2 P 2
H=1 zb:(&n) +5 zb:(Vn) + Vegr- (3.36)

Durch diese Vereinfachungen erreicht man ein Phasendiagramm wie in Abbil-
dung 7 mit einem quantenkritischen Punkt p.. Im allgemeinen sind zwei quan-
tenkritische Punkte mit entsprechend komplexeren Phasendiagrammen moglich,
die hier aber nicht weiter betrachtet werden.

3.3 Momentaner Stand der SO(5)-Theorie

Seit die SO(5)-Theorie im Januar 1997 von Zhang vorgeschlagen wurde, wird
sie unter Physikern der kondensierten Materie kontrovers diskutiert [Dem97b,
Bas97, Gre97, And97, Lau97|. Eine abschliefende Beurteilung ist somit noch
nicht mdéglich, sondern Gegenstand der aktuellen Forschung.

Fiir die Theorie spricht, daf} sie wichtige Eigenschaften des relativ komplizier-
ten Phasendiagramms der Kuprate qualitativ erkldren kann, insbesondere das
gemeinsame Auftreten von Antiferromagnetismus und Supraleitung. Weiterhin
bietet die SO(5)-Theorie eine Erklirung fiir die experimentell beobachteten
“41 meV-Moden” [Moo093]. Dabei handelt es sich um einen im magnetischen
Spektrum von Y BayCuzO7 bei einem reziproken Gittervektor (7, 7) und Ener-
gie um 41 meV auftreten Peak, der in Neutronenstreuexperimenten beobachtet
wird. Diese Mode wird in der Arbeit von Demler und Zhang [Dem95] als Eigen-
mode zu den approximativen Eigenoperatoren 7! des Hamiltonoperators (vgl.
(3.17)) interpretiert.

Kritisiert wird vor allem die fehlende mikroskopische Rechtfertigung der Theo-
rie. Bisher konnte das SO(5)-Modell nicht analytisch aus einer allgemein akzep-
tierten mikroskopischen Beschreibung, wie etwa dem Hubbard- oder dem t-J-
Modell abgeleitet werden. Numerische Rechnungen von Meixner et al. [Mei97]
deuten aber darauf hin, dafi das Hubbard-Modell eine approximative SO(5)-
Symmetrie aufweist. Dabei wurde mit exakter Diagonalisierung die Giiltigkeit
von (3.17) getestet. Die Interpretation dieser Ergebnisse ist aber noch umstrit-
ten [Gre97].

Baskaran und Anderson [Bas97] haben auch darauf hingewiesen, dafl im SO(5)
Modell Kopplungen an die iibernéichsten Nachbarn nicht beriicksichtigt werden,
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obwohl diese von derselben Groflienordnung sind wie die Kopplungen an die
néichsten Nachbarn. Da die Kopplungen an die iibernéchsten Nachbarn nicht mit
den m-Operatoren kommutieren, wird die SO(5)-Symmetrie dadurch zumindest
abgeschwicht, eventuell sogar ganz aufgehoben. Dieser Punkt ist noch ungeklart
und bedarf einer weiteren Untersuchung.

Neuere numerische Rechnungen zeigen, daf die SO(5)-Symmetrie in gekoppelten
Spin-Ketten sehr gut verwirklicht ist [Duf98, Ede98]. Es ist aber nicht geklirt,
welche Implikationen sich daraus fiir den zweidimensionalen Fall ergeben.

Ein weiteres Kriterium fiir die Brauchbarkeit der Theorie ist, ob sich damit ex-
perimentelle Eigenschaften der Kuprate beschreiben lassen. So gibt es zum Bei-
spiel Untersuchungen von Demler et al. [Dem97a], die aus der SO(5)-Symmetrie
beobachtbare Effekte in Zusammenhang mit dem Josephson-Effekt [Jos62] vor-
hersagen.

In dieser Arbeit werden die Methoden der Renormierungsgruppe und der 1/N-
Entwicklung angewendet, um experimentell beobachtbare Effekte des SO(5)-
Modells vorhersagen zu kénnen und so einen Beitrag zur Beurteilung der Theo-
rie su leisten.



4 Die Renormierungsgruppe

4.1 Allgemeines zur Renormierungsgruppe

Die Renormierungsgruppe (RG) wurde in ihrer heutigen Form von Wilson
[Wil70] Anfang der siebziger Jahre eingefiihrt, nachdem schon wichtige Vor-
arbeiten von Kadanoff [Kad66] geleistet worden waren. Seither hat sich die RG
in verschiedenen Bereichen der Physik bewédhrt und kann inzwischen als Stan-
dardwerkzeug betrachtet werden. Insbesondere die Anwendung der RG auf die
Theorie der kritischen Phidnomene war auflerordentlich erfolgreich.

Die Idee der RG besteht darin, dafi ausgehend von der mikroskopischen Be-
schreibung eines System durch schrittweises Ausintegrieren der kurzwelligen
Freiheitsgrade effektive Hamiltonoperatoren auf grofieren Langenskalen konstru-
iert werden. Diese Hamiltonoperatoren und damit die Systemparameter sollen
stetig von der Skala abhingen.

4.2 Das anisotrope quanten nichtlineare Sigma-Model
4.2.1 Verallgemeinerung des SO(5)-Modells

Das SO(5)-Modell 148t sich, wie in Kapitel 2 gezeigt, in seiner einfachsten Form
auf ein anisotropes quanten NLSM (3.31) bringen:

/Dn §(n® — 1) exp(— / dT/ddTH (4.1)

mit der Hamiltondichte (3.36)

X P 4 e
H= 5 Z (0:14)* Z (Vny) ff(n? + n). (4.2)

b=1...5 b 1...5

Das Ziel ist es nun fiir dieses Modell die RG-Gleichungen aufzustellen und zu
16sen.

Die folgende Herleitung der RG-Gleichungen folgt in groflen Teilen den Arbei-
ten von Nelson und Pelkovits [Nel77] sowie Chakravarty, Halperin und Nelson
[Chag9].

Fiir die Rechnung betrachten wir das allgemeine quanten NLSM in d Dimen-
sionen und N Spinkomponenten, von denen K eine Anisotropie besitzen:

= / Dn, H §(n® — 1) exp(—Senr) (4.3)

B
S — /0 dr /A (S0 + £(7n)? + 53" n2)), (4.4)

29
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wobei n ein N-komponentiges Feld darstellt, und g > 0 ist.
Aus dem allgemeinen anisotropen NLSM erhalten wir das SO(5)-Modell durch
folgende Parameterwahl zuriick:

G = geft, K=2 N=5 d=2 fir gg >0,
G= gm, K=3, N=5 d=2 fiir g <0. (4.5)

Dabei wurde benutzt, dafl wegen |n| =1
Gerr (0 + n5) = —gesr (1 + 15 + ) + gen (4.6)

gilt, und der konstante Term g.g nicht zur Dynamik beitréigt.

4.2.2 Einfithren von dimensionslosen Variablen

Das Integral iiber die rdumliche Dimension enthélt einen Ultraviolett-Cutoff, der
durch den Abschneideparameter A kontrolliert wird. Dadurch werden bei der
Integration Fluktuationen mit einem Wellenvektor grofier als A nicht beriick-
sichtigt. Da die SO(5)-Theorie der Kontinuumslimes einer diskreten Theorie
auf einem Gitter ist, ist der Abschneideparameter durch die inverse Gitterldnge
des Systems bestimmt. Durch die Substitution =’ = Az erreicht man, dafl die
Raumintegration bei eins abgeschnitten wird. Auflerdem ist es niitzlich S.g in
den folgenden Variablen zu schreiben:

Trog — A\/ET,
X
A\ﬁﬁ, (48)
X

(4.7)

u =

AZ—d

c = , (4.9)

p

29

= —. 4.1
9o AZ) (4.10)
Somit wird Seg zu
1 [ K

Se = 2% ). drg / d*z'((0om)* + (Vn)* + go(z n?)). (4.11)

i=1
Durch den go-Term in (4.11) wird der N-dimensionale Spinraum in zwei Hy-
perebenen mit (N — K) und K Dimensionen unterteilt. Ebenso wird die ur-
spriinglich vorhandene SO(N) Symmetrie zu einer SO(N — K) x SO(K) Sym-
metrie gebrochen. Bei positivem gy wird sich n(z) vorzugsweise in der (N — K)-
Hyperebene aufhalten, d.h. es ist

(n?) < (nj)  fiir 1<a<K,K+1<b<N (4.12)

a
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4.2.3 Entwicklung um Vorzugsrichtung

Der Grundzustand hat somit eine SO(N — K)-Symmetrie. Um eine Entwick-
lung um eine Vorzugsrichtung durchzufiihren, brechen wir diese noch vorhan-
dene Symmetrie durch Einfiihren eines externen Magnetfeldes H, das an eine
Spinkomponente in der (N — K)-Ebene ankoppelt:

Seff — Seff+SH (413)

B h [
Sy = H/ dT/ dr ny(v,7) = —/ dmo/ddm' ny (4.14)
0 AT ¢ Jo
h= \/XA(”‘”(:H. (4.15)
p

Dadurch erreicht man, dafl n(x) sich vorzugsweise in Richtung der N-ten Kom-
ponenten ausrichtet. Da es sich bei H um ein externes physikalisches Feld han-
delt, bleibt es unter der RG invariant. Das Feld H wird lediglich zur Vereinfa-
chung der Rechnung eingefiihrt. Am Ende der Rechnung betrachten wir nur die
Ergebnisse im Limes H — 0.

Alternativ zur Einfiihrung eines Magnetfeldes, wird in der Literatur auch héufig
eine ortsabhingige Vorzugsrichtung fiir langwellige Fluktuationen verwendet
[Aue94, Pol75]. In der Arbeit von Nelson und Pelcovits [Nel77| wird gezeigt,
daf} beide Ansétze fiir das isotrope NLSM die gleichen Ergebnisse liefern.

In den neuen Variablen

™ = (7’L1,... ,’I’LNfl) O =Ny (416)

erhilt man (die Striche an den z werden weggelassen)

:—/ da:o/dd (8,m)* (“ a““) +90(D 7)) = 2hV/1 —7?)
. (4.17)
und
Z = /DﬂDaH(S(ﬂ'Q+U2 — 1) exp(—Seg[m, o)) (4.18)
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wobei {iber o integriert wurde. p lauft von 0. ..d. Das p bezeichnet die “Dichte”
der Freiheitsgrade pro Raum-Zeit-Volumen. Die letzte Gleichung definiert eine
neue effektive Wirkung S.g.

Als néchstes wird Slg bis zur 4. Ordnung in 7 entwickelt und zur Fourierdar-
stellung iibergegangen,

ddk i(wnx b'e
w2 = 3 [ pamton e (122

Hierbei wurden die Matsubarafrequenzen w,, = 27rn/u, (n = 0,4+1,42,...)
eingefiihrt. Die Summe iiber w, lduft von n = —oc...00. Die effektive Wirkung
Sl 148t sich schreiben als (mit der Abkiirzung q; = (wp,, k;))

K
W2+ K2+ g 0 + h)my(a)ma(—a)
i=1
U dik, ... d%k, :
+50 DL / W(—%wm ko ki + h)

X o (1) (a2) Ty () (aa) (27) 6 (s + -+ - + au)
Y [ Gmlan-a

T Z /%%(%)W“(qQ)m’(%)ﬁb(%)(27r)d5(0h + 4 Q).

(4.23)

Aus dem ersten Term in (4.23) folgt fiir den Propagator der w-Felder

c 1
T (q)mp(— = — . . 4.24
(ma(@)m(—a)) P K S Gt h (4.24)

Auflerdem erkennt man aus (4.23), da8 noch die folgenden Vertizes existieren:
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u
,,,,,,,,, = %(—wmwm — koky)

<
S

Hierbei bedeuten durchgezogene Linien, Felder mit gleichem Index. Linien mit
einem Querstrich deuten auf einen Beitrag proportional zu q = (w,, k) hin.

4.2.4 Das Abschilverfahren

Um nun die Renormierung durchzufiihren, wenden wir das Abschdlverfahren
an, das von Hertz zum ersten mal auf quantenkritische Phinomene angewendet
wurde [Her77]. Dazu werden die Impulse wie folgt in zwei Klassen eingeteilt:
(der Impuls-Cutoff in (4.23) war auf eins normiert)

0<k.<el (4.25)

el <k.<1. (4.26)
Die Feynmangraphen, die Impulse k- enthalten, werden ausintegriert und ihre
Beitrdage durch verdnderte Kopplungskonstanten der neuen effektiven Wirkung,
die nun fiir Impulse k. gilt, ausgedriickt. Dabei beschrinken wir uns auf Bei-
triage von Diagrammen mit nur einem inneren Impuls (Ein-Loop-Ordnung). Die
Beitrige zum Propagator in dieser Ordnung sind in Abbildung 8 dargestellt.
Die Renormierbarkeit des Modells beweisen wir hier nicht allgemein, sondern
verweisen auf Amit [Ami84], Appendix 6-1. Allerdings sieht man bei der im fol-
genden durchgefiithrten Rechnung die Renormierbarkeit bis zur ersten Ordnung
explizit.
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(d G)

Abbildung 8: Graphen, die zur Renormierung des Propagators beitragen

4.2.5 Renormierung des Propagators

Zunichst betrachten wir die Renormierung des ersten Terms in (4.23), der sich
wie folgt aufteilt:

QCZ/ o ( : Y (wr + K 7a(@)ma(—q) (4.27)

+ 3 (ot Bm@m(a) + 3 hna<q>na(—q>). (4.28)

Die Beitrige der Renormierung zu (4.27) konnen entweder proportional zu
w? + k? oder unabhiingig von w,, und k sein. Das einzige Ein-Loop-Diagramm,
das einen Beitrag proportional zu w? + k? liefert, ist das Diagramm in Ab-
bildung 8 (a). Durch Ausintegrieren der inneren Impulse k. erhélt man, bei
festgehaltenem &uflerem Impuls, den Beitrag:

Ak
S [ oot Kl O, )l ', =K1)
¢

1
— E(wi + k2)7ra(q)7ra(—q)I(]1°°p, (4.29)

wobei die Abkiirzung I'°°P fiir den folgenden Ausdruck steht:

Tioon _ Z / d'x’ 1 (4.30)
ko (2T)4 K2 w12 4 B+ go Yo dia '

Das Ziel ist es nun die effektive Wirkung fiir die niedrigen Impulse in renor-
mierten Variablen so zu schreiben, dafl man wieder die Form in (4.23) erhélt.
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Umschreiben auf renormierte Groéflien
Durch Umskalieren von k erreicht man, dafl die Impulsintegrale wieder bei
eins abgeschnitten werden:

kK = 'k (4.31)

Hier und im folgenden werden renormierte Groflen durch Striche kenntlich ge-
macht. Um die “lorentzinvariante” Form des Faktors (w2 + k?) in (4.23) beizu-
behalten, miissen auch w, und u entsprechend umskaliert werden:

2mn
wh = elw, = 617:_1” (4.32)

u' = e lu (4.33)

Zudem werden auch die Felder 7, umskaliert. Durch die vorhandene Anisotropie
gibt es im allgemeinen zwei verschiedene Skalierungsfaktoren, ¢, ., und (g, .,
die wie folgt definiert sind:

CﬂaSKW:LSK = Ta<K (434)
CrasxTask = Ta>K (4.35)
Durch den Beitrag von (4.29) zum ersten Term in (4.27) und die beschriebenen

Umskalierungen ergeben sich fiir die renormierte Kopplungskonstante (%)’ die
beiden Gleichungen

(%)' =G e (% + 1%, (4.36)
() = Coe @+ L2R). (437)

die einen Zusammenhang zwischen (. und (. herstellen.
Mit Hilfe der Euler-Formel [Eul48]

o

1 T
148t sich die Summation in (4.30) ausfiihren. In der ersten Ordnung in [ erhélt
man:

1 lu U
7o — coth(=+/1+ h + go), 4.39

1 lu U
7P — coth(=v/1+ h). 4.40
a>K W%er(g) \/H—h (2 ) ( )
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Von w, und k unabhingige Beitrige

Als néchstes betrachten wir die Beitriige zu (4.27), deren Koeffizienten nicht
von w, und k abhingen. Diese Beitrige stammen von Feynmandiagrammen,
die genau zwei duflere Verbindungen ohne Querstrich haben. Die in der Ein-
Loop-Ordnung relevanten Diagramme sind in Abbildung 8 (b)-(e) dargestellt.

Der Beitrag durch das Diagramm (b) lautet

Ak u ¢ 1
b - 2 / h Ta Tal— 441
(0) ; %: (2m)4 8¢ uk'? + W' 21 h + go Z 5ib (@)ma(—a) ( )
1 00 00
= h(KLSE + (N = 1= K) 120w (@) ma(—q). (4.42)

4

Der Faktor 2 in (4.41) ist der Symmetriefaktor des Feynmandiagrammes. Die
Summe iiber b, beschreibt die Tatsache, daf} jede Feldkomponente, unabhéngig
von der Komponente des dufleren Feldes im Loop auftreten kann.

Die Diagramme (c) bis (e) liefern den Beitrag

K

@)+ (@) +(0) = 500(3 5 P mafama @) (443

i=1

Insgesamt ergibt sich somit von den Diagrammen (b) bis (e) der Beitrag

-1G hK*_gozaw DL+ SV 1 K18 ma ). (444

Man bemerkt, dafl R, fir ~ = 0 und go = 0 verschwindet. Die Theorie ist
in dieser Ordnung also konsistent renormierbar, ohne dal neue Terme in der
renormierten Wirkung auftreten. Alle durch das Abschélen der hohen Impulse
ausintegrierten Beitrige zur Wirkung konnen durch Anpassen (Renormieren)
der Parameter absorbiert werden.

Um zu bestimmen, wie die Parameter des Systems renormiert werden, wird
der Beitrag R, zu (4.27) hinzuaddiert. Dabei miissen wegen der Anisotropie
die Feldkomponenten m,<x und 7, getrennt betrachtet werden. Nach der
Umskalierung der Felder und Impulse durch (4.31-4.35) erhélt man die folgenden
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renormierten Koeffizienten der Feldkomponenten:

((h+g0)u>' =2 gl

C
h 1 1
y <m +2((=hK = Sg0) 1L, (4.45)
c 4 2
1
S

hu')’ 2 —1d
() =<
(4.46)

h 1
X <7“ + QZh(KI},;‘J;; +(N—-1- K)I,'ff}})).

An dieser Stelle ist es niitzlich, die neue Variable ¢ einzufiihren,
c .
t= - = . 4.47

Die Gleichungen (4.45) und (4.46) enthalten noch die unbekannten Faktoren
Crocre Und Gr, oo Da g ein physikalisches Magnetfeld darstellt, gilt

R\’ hu\' h

Zusammen mit (4.46) folgt

¢
Craore = € <1 -5 (KRS + (V=1 - K)J,L"j}})) . (4.49)

Diese einfache Ableitung von (, . ist der eigentliche Grund fiir die Einfiihrung
des Magnetfeldes h. Ansonsten miifite (;, ., aus der Renormierung der Vertizes
gewonnen werden, was wesentlich aufwendiger ist, aber zu gleichen Ergebnissen
fithrt [Nel77].

Cr, <5 erhilt man durch Gleichsetzen von (4.36) und (4.37):

t 00 00
Crnere = €Y (1 = ((K F LR+ (N -2 K)1,§>,‘3>> . (4.50)
Somit ergibt sich fiir das renormierte t' in erster Ordnung in /:

# = e (@2l (1 (RIS + (N -2 - K)I;‘;";;)) (4.51)
—t(1—(d—2)l+ (KFe+ (N — K — 2)F2)l), (4.52)
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wobei folgende Abkiirzungen eingefiithrt wurden:

t oo 1 c c
F.=-L7" = coth(—+/1+ h + go), 4.53
t 1 c c
F. =-LP = coth(—+v1+h). 4.54
> lb>K’ W%er(g)\/quﬁ (Qt ) ( )

4.2.6 Die expliziten RG-Gleichungen

Aus (4.52) erhélt man folgende Differentialgleichung fiir ¢(1):

dt

o= —(d = 2t + HEF + (N 2 - K)F). (4.55)

Auf dhnliche Weise findet man aus (4.45) und (4.46) Differentialgleichungen fiir
go, h und ¢

d
=2 =200 — (20 +h)f< — hE.), (4.56)
dh h

o= 2ht 5 (KF + (N -3 K)F,), (4.57)
de

d_;’ = (d—1)e+c(KF.+(N -2 K)F.). (4.58)

Die Gleichungen (4.55) bis (4.58) stellen das Hauptergebnis dieses Kapitels dar.
Im klassischen Grenzfall £ > ¢y/1 + gy und fiir A = 0 vereinfachen sich F. und
FS 7u

1 2t
Fo=—— , (4.59)
72290 (4) 1+ go
1
Fy = ———9¢. 4.60
> W%er(g) ( )
Setzt man noch d = 2 4+ € und K = 1, so ergeben sich aus (4.55) und (4.56)
dt 1 N — 3)(1 1
L G (G (4.61)
dl 2m 1+g¢g
d 1 ¢
U P (4.62)

a9 T1vg

was mit den Ergebnissen von Nelson und Pelcovits [Nel77] fiir den Fall einer
Anisotropierichtung im klassischen NLSM iibereinstimmt. Fiir gy = 0 vereinfa-
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chen sich (4.55), (4.57) und (4.58) zu

dt

o= —(d =2t + N —2)F, (4.63)
dh h

dc

Dies sind die aus der Arbeit von Chakravarty, Halperin und Nelson [Cha89)]
bekannten RG-Gleichungen fiir das isotrope quanten NLSM.

Die in diesem Kapitel gefundenen Gleichungen (4.55) bis (4.58) stellen also
eine konsistente Verallgemeinerung von bereits in der Literatur behandelten
Spezialfillen dar.

4.3 Auswertung und Diskussion der RG-Gleichungen

Zur Auswertung von (4.55) bis (4.58) setzen wir das aus rechentechnischen
Griinden eingefiihrte Magnetfeld h gleich Null. Damit verschwindet auch konsi-
stenterweise die rechte Seite von (4.57). Die restlichen drei Gleichungen werden
nun fiir das SO(5) Modell spezialisiert. Dazu wéhlen wir die Parameter N, K,
und go entsprechend den Gleichungen (4.5) und geben dem System die effek-
tive Dimension d = 2 + €. Dieses € ist im streng zweidimensionalen Fall Null.
In zwei Dimensionen erwartet man aufgrund des Hohenberg-Mermin-Wagner-
Theorems, dafl bei endlicher Temperatur eine kontinuierliche Symmetrie nicht
spontan gebrochen wird [Hoh67]. Bei den realen HTS-Materialien handelt es
sich aufgrund der Kopplung .J_ zwischen den Kupferdioxid-Ebenen aber um
dreidimensionale Systeme, in denen sich langreichweitige Ordnungen wie Anti-
ferromagnetismus und Supraleitung ausbilden konnen. Da J_ aber viel kleiner
als die Kopplung .J innerhalb der Ebene ist, verhilt sich das System auf kleinen
Skalen wie ein zweidimensionales System. Erst auf einer Skala £* =~ Ja?/J_
kann das System in eine dreidimensionale Universalititsklasse iibergehen. Um
die dabei auftretende Fixpunktstruktur des Problems zu verstehen, betrachten
wir die Félle e = 0 und € = 1.

Die RG-Gleichungen fiir das SO(5)-Model lauten somit (mit g = 2geq/A%p)

dg

— =2¢g — 2gF 4.66
o = 29— 29F, (4.66)
di ) —et+ t(3F.) fiir ¢ <0, (4.67)
di —et +t(2F. + 1Fy) fir g > 0,

de {(1 + €)c+ 3cF- fiir g <0, (4.68)
—(1+¢)

( c+c(2F. +1F.) firg >0
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mit

1 c c
F.=—————coth(—+1+ , 4.69
<= g ot VT (4:69)

1 c
F. = —ccoth(—). 4.
S 47r(’(‘0 (275) (4.70)

Diese Gleichungen bilden ein System aus drei gekoppelten Differentialgleichun-
gen.

4.3.1 Der klassische Grenzfall

Zunachst betrachten wir den klassischen Grenzfall
c
t>>5 1+ |g/. (4.71)

Die RG-Gleichungen vereinfachen sich dann zu

dg gt

—9g — & 4.72
a -~ T+ ) (4.72)
. 2 3 .
dt = { et+ tQ(QW(IIH!J\)) . flfr 90, (4.73)
dl —€t+t(m+§) fiir g > 0,
de  |—-(1+e)ec+ ctm fiir g <0, (4.74)
dl —(1+€)e+ ety + 27)  fiir g > 0. '

Wir bemerken das (4.72) und (4.73) nicht mehr von ¢ abhéngen. Die ist auch zu
erwarten, da ¢, als Maf fiir die Quantenfluktuationen, im klassischen Grenzfall
keine Rolle spielt.

Das Gleichungssystem (4.72) und (4.73) besitzt die folgenden Fixpunkte:

g=—o0, t={0, oo}, (4.75)
2

g=0, t = {0, 37E 0}, (4.76)

g=o00, t={0, 2me, o0}. (4.77)

Da wir die RG-Gleichungen perturbativ in einer Ein-Loop-Rechnung gewonnen
haben, bedeutet Wert oc in einem der Parameter ¢, ¢ oder ¢, dafl der Parameter
in dieser Ordnung divergiert. Die Storungstheorie bricht in diesem Fall zusam-
men. Dennoch ist es niitzlich den Wert oo zuzulassen, um einen Uberblick iiber
die Fixpunktsituation zu bekommen.

Der nichttriviale Fixpunkt (¢ = oc,t = 2me) fillt fiir negative ¢ mit dem tri-
vialen Fixpunkt (¢ = —oo,t = oc) zusammen. Das System verhilt sich also
qualitativ unterschiedlich fiir positives und negatives g.
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Abbildung 9: Der RG-Flufl im klassischen Grenzfall fiir ¢ = 1 mit kritischen
Linien. In Richtung der y-Achse ist u = g/(1+|g|) aufgetragen, u = 1 entspricht
also ¢ = oo. In x-Richtung ist 7' = t aufgetragen. Die Pfeile geben lediglich die
Richtung, nicht aber den Betrag des Flusses an.
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In Abbildung 9 ist der RG-Flufl der Gleichungen (4.72) und (4.73) fiir e = 1 dar-
gestellt. Die durchgezogenen Linien verbinden die Fixpunkte (¢ = —o0,t = 00),
(9 =0,t =2/37me) und (g = oo,t = 27e) entlang des RG-Flusses miteinander.
Zusammen mit der #-Achse teilen sie das Flufidiagramm in vier Teile ein.
Rechts dieser kritischen Linien strebt der RG-Flufl gegen den Fixpunkt bei
(9 = 0,t = o). Fiir Anfangsparameter in diesem Bereich ist die Anisotro-
pie ein irrelevanter Parameter. Das System besitzt auf groflen Skalen die volle
SO(5)-Symmetrie. Das Verhalten des Systems wird ausschliefilich von den ther-
mischen Fluktuationen bestimmt. Es kann sich keine langreichweitige Ordnung
ausbilden.

Links der Linien strebt das System fiir ¢ > 0 gegen (g = +oc,t = 0) und fiir
g < 0 gegen (g = —o00,t = 0). Das bedeutet, dafl die thermischen Fluktuatio-
nen wegrenormieren, wihrend die Anisotropie so stark wird, da} dadurch der
Ordnungsparameter auf den supraleitenden Unterraum fiir ¢ < 0 beziehungs-
weise den antiferromagnetischen Unterraum fiir ¢ > 0 eingeschréankt wird. In
Abwesenheit von Quantenfluktuationen bedeutet das, dafi sich langreichweitige
Ordnung ausbildet.

Wir bemerken weiterhin, daf} insbesondere fiir Anfangsparameter nahe der kri-
tischen Linie, das System sich erst auf einer recht groflen Skala fiir einen der
stabilen Fixpunkte entscheidet. Insbesondere kann zum Beispiel die Anisotropie
von kleinen Werten auf der mikroskopischen Skala zu sehr groflen Werten auf
einer mittleren Skala wachsen, um dann wieder auf null zu fallen. Ein dhnli-
ches nichtmonotones Verhalten gilt auch fiir ¢. Die einzigen in beiden Variabeln
monotonen Trajektorien sind solche, die Fixpunkte miteinander verbinden.
Zum Vergleich betrachten wir in Abbildung 10 den RG-Flu8} fiir e = 0. In diesem
Fall stellt jeder Punkt auf der ¢ = —oo Achse einen Fixpunkt dar. Sonst gibt
es nur noch die trivialen Fixpunkte bei (¢ = oo,t = 0), (g = oco,t = o0),
(9=0,t=0) und (g = 0,# = 00). Im Fall g > 0 strebt das System fiir endliche
t immer gegen den Fixpunkt bei (¢ = 0,# = oo). Die bei € > 0 vorhandene
kritische Linie fillt jetzt mit der £ = 0-Achse zusammen.

Die eingezeichnete kritische Linie im Bereich ¢ < 0 trennt zwei Bereiche mit
unterschiedlichem Verhalten. Fiir Anfangsparameter rechts dieser Linie strebt
das System wie im Fall ¢ = 1 gegen den Fixpunkt bei (¢ = 0, = 00).
Interessanter ist das Verhalten links dieser Linie. Hier strebt das System zu
einem Fixpunkt mit ¢ = —oo und endlichem ¢. Das System verhilt sich also
wie ein klassisches SO(2) NLSM bei endlicher Temperatur. Sobald man Quan-
tenfluktuationen beriicksichtigt wird natiirlich jede langreichweitige Ordnung
zerstort. Trotzdem tritt kein Anregungsgap auf. Dies liegt daran, dafl ein Feld-
vektor in der (ny, ns)-Ebene wie folgt parametrisiert werden kann:

n = (cosa, 0,0,0,sin ) (4.78)
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Abbildung 10: Entspricht Abbildung 9 mit dem Unterschied, daf} hier ¢ = 0 ist.

Wenn die Anisotropie so grof} ist, dafi die (ng, ng, n4)-Ebene keine Rolle spielt,
148t sich die effektive Wirkung nach (4.11) schreiben als

c/t
Seff = %/{; d{L‘O / d2.’17 ((8[]&)2 + (VCY)Q) . (479)

Man bemerkt, dafl im Propagator fiir a kein Massenterm auftaucht. Der tiefere
Grund dafiir liegt in der Tatsache, dafi es sich bei SO(2) um eine abelsche
Gruppe handelt [Tsv95].

4.3.2 Das Tieftemperaturverhalten

Nachdem wir das Verhalten bei ¢ > ¢y/1 + |g|/2 untersucht haben, wollen wir
uns nun dem Limes ¢ — 0 zuwenden. Die Faktoren (4.69) und (4.70) vereinfa-
chen sich nun zu

1 1
FPoz=——= " F=—c (4.80)

Nk in
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Abbildung 11: RG-Flu8 fiir £ = 0 und € = 0. In z-Richtung ist die ¢ aufgetragen,
in y-Richtung u = ¢g/(1 + |g/).

und die RG-Gleichungen lauten

d c

j? — 99— ngijLi'g, (4.81)
at —et + tc(4w\/’°’W) fiir g <0, (4.82)
di —et + tc(m + ) fiir g >0, '

de _ —(1+6)C+624ﬂ 3]+‘g‘ fir g <0, (4.83)
di | =1+ e+ A(——+ ;) fiir g > 0. |

oy /1+]g] 47

Die Differentialgleichungen fiir ¢ und ¢ hingen jetzt nicht mehr von ¢ ab. Benut-

zen wir fiir kleine g die Ndherung /1 4+ |g| =~ 1+ |g|/2, so sind die Gleichungen

(4.81) und (4.83) in der Form identisch mit den RG-Gleichungen fiir g (4.72)

und ¢ (4.72) des klassischen Grenzfalls. Die Unterschiede sind, daf§ die Dimen-

sion des Systems um eins grofler geworden ist und die Rolle des ¢ nun von ¢
iibernommen wird. Dies ist ein explizites Beispiel fiir die allgemeine Aussage,
dafl ein quantenmechanisches System in d Dimensionen zu einem thermodyna-

mischen System in d + 1 Dimensionen #quivalent ist [Pol87].
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Die Gleichungen (4.81) und (4.83) werden analog zum klassischen Grenzfall be-
handelt. Der RG-Flufl mit den kritischen Linien ist in Abbildung 11 dargestellt.
Hierbei wurde € = 0 gewéhlt, ein endliches ¢ < 1 verdndert die Ergebnisse im
Gegensatz zum klassischen Grenzfall nur wenig.

Die Fixpunkte sind jetzt

g=—oc, c¢={0, oo}, (4.84)
g =0, c = {0, §W(€ +1), oo}, (4.85)
g=o00, ¢={0, 4m(e+1), oo} (4.86)
Fiir t = 0 verhilt sich das System analog zu dem oben dargelegten klassi-

schen Grenzfall mit ¢ = 1. Der physikalische Unterschied besteht darin, daf
nun Quanten- und nicht thermische Fluktuationen die Unordnung herbeifiihren.
Die kritischen Linien sind jetzt quantenkritische Linien. Der Fixpunkt bei (¢ =
00, ¢ = 47/3) ist der bekannte quantenkritische Punkt des O(3)-NLSM [Cha89].
Der Fixpunkt bei (¢ = 0,¢ = 4x) ist der quantenkritische Punkt des SO(5)-
NLSM ohne Anisotropie. Rechts der kritischen Linien befindet sich die quante-
nungeordnete Phase. Links liegen die geordneten Phasen, und zwar fir ¢ > 0
die antiferromagnetische Phase und fiir ¢ < 0 die supraleitende Phase.

4.3.3 Der Allgemeine Fall

Fiir t # 0 und t < ¢y/1 + |g|/2 treten qualitative Unterschiede in Abhéingikeit
vom Vorzeichen von ¢ auf.
Betrachten wir zunéchst den Fall g > 0. Solange
c(l

t(l) < % (4.87)
ist, sind die Ndherungen (4.80) gerechtfertigt. Das System verhélt sich also wie
im Fall ¢t = 0. Es ist allerdings zu beachten, daf3 ¢({) und ¢(l) sich unter dem
RG-Fluf§ verdndern. Aus den RG-Gleichungen (4.67) und (4.68) folgt fiir das
Verhéltnis ¢ /¢,

6) (4.88)

d ¢

t/c steigt also exponentiell an und ab einem [ von der Ordnung

()
"=l 0 (4.89)

ist die Bedingung (4.87) nicht mehr erfiillt. Hier sind ¢(0) und ¢(0) die nichtre-
normierten Parameter der Theorie auf einer Langenskala von der Ordnung der
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Gitterlinge a ~ A~'. Das von Quantenfluktuationen gepriigte Tieftemperatur-
verhalten ist also nur bis zu einer Lingenskala von

_ (0
€co = U54(0) (4.90)

giiltig. &, ist eine sogenannte Cross-Over-Linge, die die Skalen der verschie-
denen Fluktuationen voneinander trennt. Fiir [ > [* befindet sich das System
zunichst in einem Bereich, in dem die Bedingungen

— <) < (’(2—]) 1+ [g()] (4.91)

erfiillt sind. Dieses Regime befindet sich zwischen den Bereichen des Tieftem-
peraturverhaltens und des klassischen Grenzfalls. In diesem Zwischenregime
sind alle drei Parameter ¢, ¢ und ¢ gleichwichtig, in dem Sinne, daf§ die RG-
Gleichungen nicht entkoppeln.

Falls die Bedingung (4.91) fiir ein gewisses [** verletzt wird, das System das
Zwischenregime also in Richtung klassischer Grenzfall verldfit, so ist mit [**
eine neue Cross-Over-Linge

¢ =aexpl™ (4.92)
verbunden, die die unterschiedlichen Fluktuationen im Zwischenregime und
im klassischen Regime voneinander trennt. Es kann aber auch der Fall ein-
treten, daf selbst fiir grofle [ (4.91) erfiillt ist. Dann geht das System bei grofen
Absténden nicht in das Verhalten des klassischen Grenzfalls iiber, sondern ver-
bleibt in der Zwischenphase.

Betrachten wir nun den Fall ¢ < 0. Da in den RG-Gleichungen fiir g < 0 keine
Terme mit F. auftauchen, laf3t sich die Bedingung fiir das Tieftemperaturver-
halten auf den Bereich

c(l)

1) < <21+ 19(0) (4.93)

erweitern. Im Gegensatz zu (4.87) kann hier der Fall eintreten, daf} (4.93) unter
dem Renormierungsflufl nicht verletzt wird. Somit wird unter Umstédnden das
Verhalten des System auch bei groflen Skalen durch das Tieftemperaturverhal-
ten bestimmt. Fiir ¢ < 0 tritt keine Liicke zwischen Tieftemperaturverhalten
und Hochtemperaturverhalten, d.h. die Bedingungen (4.93) und (4.71) schlie-
en aneinander an, ohne dafl dazwischen noch Platz fiir ein qualitativ anderes
Verhalten wére.

In Abbildung 12 sind die verschiedenen Cross-Over-Bereiche skizziert.
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Abbildung 12: Schematisches Cross-Over Diagramm des SO(5)-Modells, TT =
Tieftemperaturverhalten, ZR = Zwischenregime, KG = Klassischer Grenzfall

Phaseboundary for ¢ = .1, 3.1, 4.6, 6.1

[

ﬁ

Abbildung 13: Phasengrenzen des SO(5)-Models fiir verschiedene Werte von
c. In der Reihenfolge von oben nach unten wurden dabei folgende Parameter
gewdhlt: ¢ =0.1, c=3.1, c=4.6, c=6.1.
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10+

Abbildung 14: Phasendiagramm des SO(5)-Models fiir ¢ = 1

4.3.4 Numerische Auswertung der RG-Gleichungen

Neben der qualitativen Diskussion ist auch eine numerische Auswertung der
RG-Gleichungen moglich. Dazu wurden mit Hilfe eines C++4-Programms fiir
verschiedene Anfangswerte ¢(0), #(0) und ¢(0) die RG-Gleichungen aufintegriert,
bis eine der Variablen dominierte. Die daraus resultierenden Phasengrenzen fiir
die Dominanz der ¢-Variable sind in Abbildung 13 fiir verschiedene Werte von
¢ dargestellt. Man erkennt, daf§ die kritische Temperatur mit zunehmendem ¢
abnimmt, wie es auch zu erwarten ist. Weiterhin beobachtet man, daf sich fiir
grofe ¢ die Phasengrenze noch fiir endliches g bei ¢t = 0 liegt, und sich ein Pla-
teau wie in der unteren Kurve in Abbildung 13 ausbildet. Dies ist konsistent
mit dem oben diskutiertem Tieftemperaturverhalten, die Grenzen des Plateaus
sind dabei durch die quantenkritischen Linien in Abbildung 11 gegeben. Direkt
auf dem Plateau befindet sich das System nach Abbildung 11 im quantenun-
geordneten Bereich. Dieser Bereich wird sich auch zu endlichen Temperaturen
fortsetzen, bis das System in einen durch thermische Unordnung gepréigten Be-
reich iibergeht. Es ergibt sich somit ein recht komplexes Phasendiagramm, ohne
daf die vereinfachenden Annahmen der Isotropie in x (3.32) und p (3.33) auf-
gegeben werden.

Fiir ¢ = 1 ist in Abbildung 14 das Phasendiagramm in einer wesentlich besseren
Auflésung dargestellt.

Es ist zu beachten, dafl hier positives g antiferromagnetische Ordnung und
negatives ¢ supraleitende Ordnung bedeutet. Nach unserem Phasendiagramm
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steigt die Supraleitungssprungtemperatur 7, in der Ndhe des kritischen Punktes
stiarker an als die Néel Temperatur. Dies widerspricht aber den experimentellen
Tatsachen. Um zu mit den Experimenten konsistenten Ergebnissen zu gelan-
gen, muf} beriicksichtigt werden, dafl T, durch das Abfallen von T);r (siehe Ab-
bildung 7) stark unterdriickt wird. Diese Erweiterung stellt eine der néchsten
Aufgaben dar.

In diesem Kapitel wurden die Herleitung und die Auswertung der RG-Gleichun-
gen fiir das anisotrope SO(5)-NLSM durchgefiihrt. Die Ergebnisse zeigen keine
Widerspriiche des SO(5)-Modells mit den Experimenten auf. Fiir quantitative
Vergleiche sind weitere Rechnungen notwendig.






5 Die 1/N-Entwicklung

In diesem Kapitel wird zunéchst die 1/N-Entwicklung vorgestellt, und dann
auf das SO(5)-Modell angewandt. Das besondere Augenmerk liegt dabei auf
einer moglichen Berechnung der experimentell zugénglichen dynamischen Spin-
suszeptibilitdt. Dadurch konnen die Vorhersagen der SO(5)-Theorie mit dem
Experiment verglichen werden.

5.1 Das isotrope nichtlineare Sigma-Modell

Die 1/N-Entwicklung hat sich in den letzten Jahren zu einer Standardmetho-
de bei der Behandlung des NLSM entwickelt. Einfiihrende Darstellungen der
Methode findet man zum Beispiel in dem Biichern von Polyakov [Pol87] und
Tsvelik [Tsv95] oder in der Arbeiten von Read und Newns [Rea83] und Sachdev
[Sac93]. Bei den folgenden Ausfithrungen orientieren wir uns vor allem an der
Arbeit von Chubukov, Sachdev und Ye [Chu94b].

Betrachten wir die Zustandssumme des isotropen NLSM,

7z = /Dné(n2 — 1) exp(—S"=M), (5.1)

B
SNLSM — g/o dr / d*z [(Vxn)® + (9,;n)?] . (5.2)

Hierbei ist n ein N-komponentiges Feld, ¢ eine Kopplungskonstante und g die
inverse Temperatur. Durch die Umskalierung n = +/Nn, und mit Hilfe der
Integraldarstellung der §-Funktion,

6(n?—1) = Hé(n2(3:,7') - 1) (5.3)
B T dX(x, )
- g/oo 2

_ / D exp (/05 dr / o)z, 7)((n2(z, 7) — 1)))  65)

ergibt sich aus (5.1)

exp (i)\(.’E,T)(n2(.Z‘) — 1)) (5.4)

Z = / DD exp (% /Uﬂ dr / d’z [(VR)? + (0,n)” +iA(n® — N)]) :
(5.6)

ol
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Damit tritt n in der Wirkung quadratisch auf, und nach der Ausfiihrung des
Funktionalintegral iiber n ergibt sich

7 - /m exp(—S(2)), (5.7)

mit

S(\) =N ([2% ./Oﬂ ar / d%(—u)} T z’A)) 9

S héngt nur iiber den Vorfaktor von N ab. Daher kann das Funktionalintegral
iiber A\ mit Hilfe der aus der statistischen Mechanik bekannten Sattelpunktsme-
thode [Pat96] entwickelt werden. Der Integrationsweg wird dabei in der komple-
xen A-Ebene so deformiert, daff der Sattelpunkt Ay von S()) passiert wird. Die
Richtung des Weges bei \q wird dabei so gewihlt, dal ReS(\) ein Maximum
besitzt und Im S(A) konstant bleibt. Man erreicht dadurch, dafl das Integral
iiber A vom Sattelpunkt bei Ay dominiert wird. Im Unterschied zur klassischen
Statistischen Mechanik ist A in unserem Fall keine Zahl, sondern eine Funkti-
on. Entsprechend handelt es sich auch, statt um eine gewohnliche Integration,
um eine Funktionalintegration. Ansonsten bleibt der Mechanismus der Sattel-
punktsmethode aber gleich, es ist lediglich zu beachten, da} Ableitungen durch
Funktionalableitungen ersetzt werden. Fiir den Sattelpunkt )\, gilt die Bedin-

gung

OS(A(x
GICH)] I— (5.9)
OAMT) |5
die mit (5.8) und m? = i)y auf
d*k 1
T =1 1
‘ Z,/ (27)? (W2 + K2 + m?) (5.10)

fiihrt.

Dieses Integral divergiert bei grolen Wellenvektoren. Zur Regularisierung wen-
den wir das Pauli-Villars Regularisierungsschema [Pau49] an und fithren dabei
einen Abschneideparameter A ein

d2k 1 1
T — = 1. 11
’ Zw /(2w>2((wz+k2+m2> (w,%,+k2+A2>> (5:11)

Nach Ausfiihren der Integration und Summation (mit Hilfe der Eulerschen Pro-
duktarstellung fiir sinh(z) [Kno23]) erhélt man

Tey, (%> = 1. (5.12)

om | sinh(%)
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Aufgelost nach m ergibt sich schlieflich

2 A
m = 2T arsinh (exp (%) sinh (ﬁ)) : (5.13)

Nachdem der Sattelpunkt bestimmt ist, konnen nun Korrelationsfunktionen
durch Entwickeln des Funktionalintegrals in der Umgebung des Sattelpunktes
in Ordnung 1/N berechnet werden.

5.2 Spin-1/2-Antiferromagnet

Eine Anwendung des isotropen NLSM besteht in der Beschreibung des zwei-
dimensionalen Spin-1/2 Heisenberg-Antiferromagneten. Wie in Abschnitt 2.3.4
diskutiert, werden dabei die Felder n, als Komponenten des lokalen Néel-Ord-
nungsparameters interpretiert,.

Chubukov, Sachdev und Ye [Chu94b| konnten mit der Anwendung der 1/N-
Entwicklung auf das O(3)-NLSM eine gute Ubereinstimmung mit den experi-
mentellen Daten zu La,CuQ, erreichen.

5.2.1 Der Fall N =

Fiir N = oo wird das Funktionalintegral iiber A in (5.6) durch den Wert des
Integranten am Sattelpunkt i\ = m bestimmt. Fiir die antiferromagnetische
dynamische Spinsuszeptibilitit, die definiert ist als

Xs(ka wn) = Xls(kvwn) + iXIs’(kvwn) = <n(k7wn)n(7k7 *wn)>v (514)

folgt dann aus (5.6)

C

kw)= 5.15
Xolln) = e (515)

Durch analytische Fortsetzung zu reelen Frequenzen iw, = w + i€ erhilt man
fiir den Imaginérteil von g

X'k, wy) = 2\/% <(5(w VT m) - S(w VT m2)> . (5.16)

Um m mit der Korrelationsldnge in Verbindung zu bringen, definieren wir den
Spinstruktorfaktor

Sk)=T> (n(k,w,)n(-k, ~w,)). (5.17)



54 Die 1/N-Entwicklung

Die Spinkorrelationslénge £ ist definiert als [Ma76]

1 08

2 —_——
&= S(0) Ok?

: (5.18)
k=0

1 [ m/T \ 1
£= E\/(i * QSinh(m/T)> T m (5.19)

Wir wenden nun (5.13) an, um ein qualitatives Phasendiagramm zu erhalten.
Mit ¢, = 47 /A und A > T ergibt sich aus (5.13)

¢ '~ m = 2T arsinh (% exp (—Q?W(1 - l))) : (5.20)

c C

so daf3

Betrachten wir zunéchst den Limes T" — 0. Fiir ¢ < ¢, divergiert £ wie

M~ m~ 2T exp (—2% (1 — 1)) , (5.21)

c

bei T' = 0 bildet sich langreichweitige Néel-Ordnung aus. Aufgrund der sponta-
nen Symmetriebrechung gibt es masselose Goldstonemoden. Fiir endliche Tem-
peratur kann es aufgrund des Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorems [Hoh67,
Mer66] keine langreichweitige Ordnung geben. Der Bereich des Phasendiagramms,
in dem die Korrelationslinge dieses exponentielle Verhalten in der Temperatur
zeigt, nennt man renormierte klassische Phase.

Fiir ¢ > ¢, und kleine T' gilt

4 (c — c.)
cc.

¢ bleibt also auch bei 7" = 0 noch endlich. Es gibt keine langreichweitige Ord-
nung. Die Néel-Ordnung ist durch Quantenfluktuationen zerstért. Man spricht
daher auch von der quantenungeordneten Phase. Charakteristisch fiir dieses
Regime ist, daf} die Korrelationslédnge nicht von der Temperatur abhéngt.

Fiir ¢ = ¢, und T" = 0 erhélt man eine 2 + 1-dimensionale Quantenfeldtheorie
am kritischen Punkt.

Das Einschalten einer Temperatur T # 0 bewirkt, dafl das System in einer
Richtung der imaginiren Zeit endlich mit einer Periode § = 1/T wird. Es wird
also eine neue Linge eingefiihrt. Die Korrelationslange fiir ¢ = ¢, mufl deshalb
wie [ skalieren.

Dieses Skalenverhalten tritt fiir grofle 7" auch bei ¢ # ¢, auf, denn fiir T — oo
wird (5.20) zu

£ ~m e~ (5.22)

1
m = 2T arsinh(i). (5.23)
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Abbildung 15: Schematisches Phasendiagramm des isotropen NLSM

Der Bereich mit diesem Skalenverhalten heifit quantenkritsch.

Aus dem unterschiedlichen Verhalten der Korrelationslénge bei hohen und nied-
rigen Temperaturen, schlieBt man, daf bei einer gewissen Temperatur ein Uber-
gang stattfinden muf}.? Im Unterschied zu einem Phaseniibergang ist diese Tem-
peratur allerdings nicht scharf bestimmt. Man spricht daher auch von einem
Cross-Over. Ein schematisches Crossoverdiagramm ist in Abbildung 15 darge-
stellt.

5.2.2 Ordnung 1/N

Ein Mangel der Losung bei N = oo besteht darin, daf} in diesem Fall keine
Déampfung der niederenergetischen Anregungen auftritt, wie es zum Beispiel in
NMR-Experimenten gemessen wird.

Um dies einzusehen, betrachten wir die vereinfachte Moriya-Formel [Mor63,
S1i94] fiir die Spinrelaxationsrate 1/7; von Cu

1 T 1 (k
_ kB |2M (5.24)
WN
Lk T &2k
~ lim A(n/a,7/a)’> b /4 — Imx,(k,w). (5.25)

2Dieser Ubergang ist auch anhand der isotropen Kurven in Abbildung 17 und Abbildung 18
zu erkennen. m weicht hier bei kleinen Temperaturen vom linearen Verhalten bei groflen
Temperaturen ab.
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mao,
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Abbildung 16:
Xs(k,w)" ~ Im¢y5(k/T,w/T) im quantenkritischen Bereich bis zur Ordnung
1/N. Quelle: Chubukov et al. [Chu94b]

Hierbei bedeuten wy die nukleare Larmorfrequenz, y(k,wy) die dynamische
Spinsuszeptibilitit, a die Gitterkonstante, und A(k) die Fouriertransformierte
des Hyperfeinformfaktors. Die Niaherung (5.25) ist gerechtferigt, weil wy klein
ist und A(k) aufgrund der Anordnung der ®3*C'ueinen Peak an dem antiferroma-
gnetischen Wellenvektor (7/a, 7 /a) aufweist.

Setzten wir (5.16) in (5.25) ein, so verschwindet 1/7}. In nullter Ordnung in
1/N tritt also noch keine Dadmpfung auf, die aber bei endlichen Temperaturen
immer vorhanden sein sollte. Um also physikalisch mefibare Effekte vorhersagen
zu kénnen, die von der Dadmpfung abhéngen, ist es daher notwendig, mindestens
bis zur Ordnung 1/N zu rechnen. Die dabei auftretenden Ausdriicke konnen im
allgemeinen allerdings nicht mehr analytisch geltst werden.

Chubukov, Sachdev und Ye [Chu94b] haben die Korrekturen in Ordnung 1/N
fiir verschiedene Groéflen numerisch berechnet. In Abbildung 16 ist ihr Ergebnis
fiir Im x;(k,w) fiir N = 3 im quantenkritischen Bereich dargestellt. Man er-
kennt, dafl im Vergleich zu (5.16) die Deltapeaks aufgeweicht sind und auch fiir
kleine Frequenzen noch spektrales Gewicht vorhanden ist. Dadurch wird eine
Déampfung ermdglicht, die zum Beispiel in NMR-Experimenten gemessen wer-
den kann. Der Vergleich der theoretischen Voraussagen mit dem Experiment
ist aber immer noch schwierig, da scheinbar gewisse Artefakte der 1/N Ent-
wicklung auftreten, die bewirken, dafl Im x,(k,w) fiir kleine w zu klein wird.
Laut Chubukov et al. [Chu94b] passen die experimentellen NMR-Resultate fiir
LasCuOy aber gut zum Verhalten von Tm x,(k,w) bei w ~ T.
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5.3 Anwendung auf das SO(5)-Modell

5.3.1 Die Sattelpunktsgleichung im anisotropen Fall

Im folgenden soll die Idee der 1/N-Entwicklung auf das anisotrope NLSM ange-
wandt werden. Speziell interessieren wir uns fiir das SO(5)-Modell, also N = 5.
Da die 1/N-Entwicklung wie oben dargelegt fiir N = 3 im isotropen Modell
schon in erster Ordnung in 1/N brauchbare Resultate liefert, erwartet man fiir
N =5 in erster Ordnung mindestens genausogute Ergebnisse.

Mit den Definitionen wie in Kapitel 4 gehen wir wieder von der Zustandssumme
(4.3) mit der effektiven Wirkung (4.11) aus:

7 = /DnH 5(n? — 1) exp(—Serr), (5.26)

Sef = L[ dzg / dla’ <(ao n)’> + (Vn)® + go(i n§)>. (5.27)

200 . 0 i:]
Um die Anisotropie konsistent zu beriicksichtigen definieren wir

K=—, (5.28)

2=

und fordern, daB K fiir N — oo konstant bleibt. Die Spezialisierung auf das
SO(5)-Modell erfolgt wieder mit Hilfe der Identifizierungen in (4.5), insbeson-
dere ist also

=
I

fiir gesr > 0, (5.29)

=
I

fiir geg < 0. (5.30)

ot W ot N

Analog zur Vorgehensweise in Abschnitt 5.1 wird die Zwangsbedingung n| = 1
durch einen Lagrangemultiplikator A in der Wirkung realisiert. Die Felder n,
treten dann nur noch quadratisch auf und kénnen ausintegriert werden. Die
Zustandssumme 148t sich dann schreiben als

Z = /DnDAeXp(—S(A,n)) (5.31)

- / DA exp(—S(\), (5.32)
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mit

1 u
S(A\,n) = 2—%/ dmo/de
0 Jo

K (5.33)
[(80 n)’> + (Vyn)® + go(z ni) +iA(n® — 1)] ,
i=1
1 [ 1.
S(\) = N( ;/ dmo/d%(i)\)} + EKTrln(fVQ —0f 4+ go+iN)
) 0 (5.34)
+5(1 - O Trln(—V? — 02 + 72)\))
und
¢ = Ne. (5.35)

Die Gleichung fiir den Sattelpunkt i\q = mq erhilt man, indem man (5.9) auf
(5.34) anwendet. Somit ergibt sich als implizite Bedingung fiir my

K 1-K
> Tr(—=V?* =05 +go+mg) " + —— Tr(—~V? — 02 +my)~"  (5.36)

1 1 1 i 1 i
=5 In <Sinh(§Au) sinh(gmou)’(*] Sinh(i\/m u)K> . (5.37)

Fiir A > 1/u ~ T ergibt sich mit ¢, = A/4x

L exp <—27ru(% - %)) _ <sinh(%m0u)>lf( <sinh(%,/mg 0 u))R.

(5.38)

Diese Gleichung 148t sich analytisch nicht mehr nach m, auflésen, bereitet nu-
merisch aber keine Schwierigkeiten. Der Effekt des Einschaltens der Anisotropie
auf my fiir den Fall K = 2/5 bei ansonsten festgehaltenen Parametern ist in
Abbildung 17 fiir ¢ < ¢, und in Abbildung 18 fiir ¢ > ¢, dargestellt. Der Fall
K = 3/5 liefert qualitativ gleiche Ergebnisse. Man erkennt dabei, dafl durch das
Einschalten der Anisotropie gg bei gleichbleibendem ¢ der Massenparameter mg
vermindert wird.

Um daraus Schlufifolgerungen fiir die Korrelationslinge zu ziehen, betrach-
ten wir die Superspin-Superspin-Korrelationsfunktionen. Im anisotropen NLSM
gibt es zwei verschiedene Propoagatoren: G<(k, w) fiir Feldkomponenten kleiner
gleich K und G~ (k,w) fiir Feldkomponenten grofler K. Fiir N = oo kann i\
in (5.33) durch mg ersetzt werden, und es ergibt sich fiir die Propagatoren in
nullter Ordnung in 1/N
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C
a<K k2+w%+gﬂ+m%:
c
a>K k2+w%+m%

Gy (k, iwy) = (na(k, wn)na(—k, —wy))| (5.39)

Gy (k, iwy) = (na(k, wn)na(—k, —wy))| (5.40)

In (5.39) iibernimmt /gy + m3 die Rolle der Masse fiir die Feldkomponenten
a < K. Nach (5.19) gibt es daher die beiden Korrelationsliangen:

v O~ (5.41)

\/.Go*’mg7 ‘ mo-

Neben my ist in Abbildung 17 und Abbildung 18 auch /gy + m3 eingetragen.
Man erkennt dabei, dafl das Einschalten der Anisotropie g eine Aufspaltung
der beiden Massenparameter mg und /gy + m um den isotropen Wert be-
wirkt. Dadurch wird die Korrelationslinge £~ vergrofiert und £< verkleinert.
Dies kann man physikalisch so verstehen, dafl durch die Anisotropie die Spin-
komponenten ¢ < K mit einer zusdtzlichen Masse versehen werden, und daher
die Korrelation in der a < K Hyperebene abnimmt. Gleichzeitig bewirkt diese
zusitzliche Masse, dafl der Superspin tendenziell auf die energetisch giinstigeren
Spinkomponenten a > K eingeschrinkt wird. Die Korrelation innerhalb dieser
Ebene wird erhoht, da effektiv weniger Spinkomponenten zur Verfiigung stehen.

5.3.2 Berechnung der Spinsuszeptibilititen

Die dynamische Spinsuszeptibilitét y, ist eine niitzliche Grofle, um physikalische
Effekte vorherzusagen. So kann etwa mit Hilfe des Imaginérteils von x; iiber
die Moriya Formel (5.25) die Spinrelaxationsrate 1/7} bestimmt werden.

In der vorliegenden Beschreibung des SO(5)-Modells ist die Spinsuszeptibilitit
durch den Propagator derjenigen Komponenten des Feldes n gegeben, die den
antiferromagnetischen Ordnungsparameter reprisentieren. Es gilt also

xs (K, iw,) = G<(k, iw,)

= (nq(k, wp)na(=k, —wn))| _ . fir geg = —go < 0’
Xo(k, i) = G (K, i) :

= (nq(k, wn)n. (—k, —wn)>‘a>K fiir geg = go > 0

(5.42)

(5.43)

Aus (5.39, 5.40) erkennt man durch analytische Fortsetzung zu reelen Frequen-
zen iw, = w + ie, dafl in nullter Ordnung in 1/N der Imaginirteil von x cha-
rakteristische Deltapeaks aufweist, wie es auch im Fall des isotropen NLSM
(5.16) beobachtet wurde. Ebenso wie im isotropen Fall folgt daraus, dafi nach
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C <ccrit

+
+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ ° +

Abbildung 17: Einflul der Anisotropie auf den Massenparameter mgy in
Abhéngigkeit der Temperatur 7" bei ¢ < ¢.. Karo = mg im isotropen Fall,
Kreuz untere Kurve = my im anisotropen Fall, Kreuz obere Kurve = \/go + mj
im anisotropen Fall.
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Abbildung 18: Einflul der Anisotropie auf den Massenparameter mg in
Abhéngigkeit der Temperatur T bei ¢ > ¢.. Karo = isotroper Fall; Kreuz, Qua-
drat, Kreis = anisotroper Fall mit g = 0.02, 0.1, 0.5 (beliebige Skala), wobei die
jeweils unteren Kurven myg, und die oberen Kurven /gy + mj darstellen.

Abbildung 19: Beitrag zum Polarisationsoperator I1
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der Moriya-Formel (5.25) die Spinrelaxationsrate 1/7; in nullter Ordnung in
1/N verschwindet.

Um ein endliches 1/77 zu erhalten miissen die Korrekturen zu x bzw. G< und
G~ mindestens bis zur Ordnung 1/N beriicksichtigt werden.

Wir definieren zunéchst das Feld )’ iiber die Beziehung

N
VN’

Durch Einsetzen von (5.44) in die Wirkung (5.34) und Entwicklung in 1/v/N
findet man, daf} sich die bzgl. A" linearen Beitrige aufgrund der Sattelpunkts-
gleichung gerade wegheben. Als effektive Wirkung ergibt sich so bis zur qua-
dratischen Ordnung in X’

7)\—’/7704—

(5.44)

1 d’k , : :
) = %; / e (s i) 1 )V (k) (5.45)
mit dem Polarisationsoperator

d*k'
(k, iw,) = Z/ <KG< (k + K, iw, +iw), )Gy (K, iw),)

(5.46)
+(1 - K)G; (k + K, iw, + iw))GZ (K zwé))
Dieser Beitrag ist als Feynamngraph in Abbildung 19 dargestellt.
Der Propagator des \' Feldes ist gegeben durch
N (—k, —w, )N (k, w,)) = TI(k,iw,) . (5.47)
Wir definieren die Selbstenergien G< und G~ iiber die Beziehungen
G< (k. iwy) = ! (5.48)
Wy, .
k2 + w? +m? + g+ 2<(k,iw,)’
1
G~ (k,iw,) = (5.49)

k? + w2 +m? + X>(k, iwy,)

In Abbildung 20 ist der einzig relevante Beitrag zu den Selbstenergien in Ord-
nung 1/N dargestellt. In dieser Ordnung sind die Selbstenergien gegeben durch

ko’ Gy (kK + k, iw, + iw),)
S (K, i) = , 5.50
(k, i " Nu Z / II(k', iw!) (5.50)

mit « € {<, >}
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Abbildung 20: Beitrag zur Selbstenergie in Ordnung %

Auch fiir die Masse ergibt sich eine Korrektur ém? in Ordnung 1/N dadurch,
dafl die zur Sattelpunktsgleichung Aquivalente Bedingung n?(x,7) = 1 auch
nach Beriicksichtigung der Selbstenergien noch erfiillt sein muf}. Diese Massen-
korrektur ist aber reel und hat in Ordnung 1/N keinen Einflu} auf den ITma-
ginérteil von G(K',iw!), fiir den wir uns im Hinblick auf die Ddmpfung primér
interessieren.

5.3.3 Numerische Auswertung

Die numerische Auswertung konnte im Rahmen dieser Arbeit und der zur
Verfiigung stehenden Mittel nicht vollstdndig abgeschlossen werden. Hier sollen
aber einige der Zwischenergbnisse dargestellt werden.

Zunichst zur Auswertung des Polarisationsoperators.

Wir schreiben (5.46) um in

T1(k, iw,) = KTI<(k, iw,) 4+ (1 — K)II1> (K, iw,), (5.51)

1 A2k
I (k, i) = — Z/ ch(k + K iw, + i) G, iw)). (5.52)

Wir konnen uns auf die Berechnung von 1~ beschrinken, IT< erhélt man aus
1> durch formales Ersetzen von m? durch m2 + go.
Zur Bestimmung von I~ kénnen die Methoden von Chubukov et al. [Chu94b]
fiir den isotropen Fall angewendet werden. Um die Summation iiber die Mat-
subarafrequenzen w/, auszufiithren, benutzen wir, dafi die Bose-Funktion

()= — (5.53)

nz) = ————— .
exp(7) — 1

an den Stellen z = iw,, Polstellen mit Residuum ¢ hat. Die Summation iiber die
w,, 18t sich so in eine Integration umschreiben,

27.1
1~ (k, iw,) = / / @ WGy (k+ K iw, + WGy (K, W), (5.54)
2mi
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Im w

Re w

AWn tE,

Abbildung 21: Integrationswege I', I fiir die Berechnung des Polarisationsope-
rators 11~

Der Integrationsweg I' lduft dabei links und rechts der imagnéiren Achse (siehe
Abbildung 21). T" wird nun in den Integrationsweg I mit | Rew’| — oo defor-
miert, wobei allerdings beachtet werden mufl daf§ der Integrant in (5.54) neben
den Polstellen auf der imaginéren Achse noch die folgenden vier Polstellen auf-
weist:

w;;l = G(k)a w;)Q = _G(k)a (555)
wo=—iw, +ek+ k), w,=—iw, — ek +k), 5.56
p3 p4

mit
e(k) = /K2 + mg. (5.57)

Das Integral iiber I'" ist im Limes | Rew'| — oo durch die negative Summe der
Residuen des Integranten in (5.54) an den vier Polstellen (5.55) gegeben. Nach
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Partialbruchzerlegung der Residuen ergibt sich

o 1 d*k'
1 (k, iw,) = Z/ (2m)2¢(k)e(k + k')

' 1 1
<(”(k k) —n(k) <7Zu)n +ek) —e(k+k) iw, —e(k) +e(k+ k')>

/ 1 1
+ (ke + k) +n(k) +1) <m+e(k) Felk 1) iw, — e(k) —e(k+k')>>’

(5.58)
mit
n(k) = n(e(k)). (5.59)

Wir betrachten nun die analytische Fortsetzung von 11> durch iw, — w + ie.
Fiir den Imaginérteil der Polarisation erhélt man dann

27.1
Im T (k, ) = — / h
167 ) e(k)e(k + k')

(n(k + k') —n(k)|6 (w— |e(k) — e(k + k')|)
+ (n(k + k') + n(k) + 1)8 (w — e(k) — e(k + k'))). (5.60)

Mit Hilfe der Deltafunktionen kann die Winkelintegration in (5.60) analytisch
ausgefiihrt werden. Fiir die anschliefende numerische Integration iiber [k’| ist
es giinstig durch geschickte Parametrisierung Singularitéiten im Integranten zu
vermeiden. Zunéchst bemerken wir, dafi bei fest vorgegebenem (k,w) nur eine
der beiden Deltafunktionen in (5.60) einen Beitrag liefert. Wir unterscheiden
daher

Falla: w < K| = Jk':w — |e(k) —e(k + k)| =0, (5.61)
Fallb: w > /k>+m3 = Tk’ :w —e(k) — e(k+ k') =0. (5.62)

Durch geometrische Uberlegungen konnte folgende giinstige Parametrisierung
gefunden werden:

|k/|2 —

w? — [k|? —4m} N {(r coshn)? Fall a, (5.63)

4 (rcosn)*  Fall b,
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Real and Imaginary Part of Polarization

0.8

— Re
0.6 e [11] |

0.0 2.0 4.0 6.0

Abbildung 22: Realteil und Imaginérteil der Polarisation in Abhéngigkeit von
w mit my = 0.4, t = 0.6 und |k| = 1.
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wobei
[k [? 4mg
= — |1+ . .64
TR TRE- 2 (5.64)
Hiermit 148t sich (5.60) in ein eindimensionales Integral ohne Singularitéten
umschreiben:

Im 1~ (k, w) / (5.65)
/\k|2 w?
mit
Fall
L={ Fa . (5.66)
bl allb
und
| - ‘ Fall a,
P(?’]) _ exp(§ coshn—57)—1 exp(F Coqhn+ )~ (567)
! - ! ‘ Fall b.

exp(y cosn—g7)—1 exp(y cosn+57)—1

Das eindimensionale Integral (5.65) wurde numerisch mit Hilfe eines adaptiven
Integrationsalgorithmus der NAG-Library [The95] berechnet. In Abbildung 22
ist als repriisentatives Beispiel Im 17 (|k| = 1,w) fiir mg = 0.4 und ¢ = 0.6 dar-
gestellt. Man erkennt dabei, dafi Im 1~ fiir |k| < w < \/k? + m? verschwindet.
Der unstetige Verlauf der Kurve ist auf die beiden Deltafunktionen in (5.60)
zuriickzufithren. Laut Chubukov et al. [Chu94a] handelt es sich dabei um ein
Artefakt der ersten Ordnung der 1/N-Entwicklung. Bei einer selbstkonsistenten
Behandlung sollte Im IT~ einen stetigen Verlauf haben.

Mit Hilfe der Kramers-Kronig-Relation kann aus Im IT> der Realteil berechnet
werden:

w—w'

“+oo
Re T (k, w) = — / 4P (T 11 (k, ') —— ). (5.68)
mw )

o0

Auch dieser Ausdruck wurde numerisch ausgewertet. Das Ergebnis ist ebenfalls
in Abbildung 22 dargestellt. Auch hier erkennt man, wie schon bei ImI1~, ein
scheinbar unphysikalisches Verhalten fiir kleine w.

Indem wir jetzt in I1> das mg durch \/m2 + g ersetzen, erhalten wir II< und
damit aus (5.51) die allgemeine anisotrope Polarisation. Als reprisentatives
Beispiel ist in den Abbildungen 23 und 24 die Wirkung der Anisotropie auf
den Realteil und Imaginirteil von II(|k| = 1,w) dargestellt. Zum Vergleich
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Real Part of Anisotropic Polarization

0.8
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anisotropic
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Abbildung 23: Effekt der Anisotropie gy = 0.3 auf der Realteil der allgemeinen
Polarisation in Abhéngigkeit von w mit my = 0.4, ¢ = 0.6, k| = 1 und K = 2/5.
Die gestrichelte Kurve zeigt zum Vergleich den Fall ohne Anisotropie.

wurden jeweils auch die entsprechenden Kurven ohne Anisotropie eingezeich-
net. Man erkennt dabei, dafl durch die Anisotropie eine Unstetigkeitsstelle bei
vmi + g+ |k[? in ImII erzeugt wird. In Re Il entsteht an der selben Stelle ein
Peak.

Wir wenden uns nun der Berechnung des Imaginérteils der Selbstenergie zu.
Durch analytische Fortsetzung von (5.50) ergibt sich

1 d?k' & 1
m¥ (k,w)=— | ——= "m [ ————
ko) = [ o [ ()

@;ﬁa(m&+kU—MM)uw—ewq_4k+ym

-+u+nm+kqnww5@e@qqk+w»> (5.69)

Mit Hilfe der Deltafunktionen ldfit sich eine der drei Integrationen in (5.69)
analytisch behandeln. Die restlichen beiden Integrationen wurden numerisch
ausgefiihrt. Das Ergebis ist fiir den isotropen Fall in Abbildung 25 dargestellt.
Man erkennt dabei einen im wesentlichen parabelférmigen Verlauf mit einer

Einbuchtung an der Stelle w = \/k? + m3.
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Imaginary Part of Anisotropic Polarization
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Abbildung 24: Effekt der Anisotropie go = 0.3 auf der Imaginérteil der allge-
meinen Polarisation in Abhéngigkeit von w mit mq = 0.4, t = 0.6, [k| = 1 und
K =2/5.

Imaginary Part of Sigma

5.0

Abbildung 25: Imaginérteil der Selbstenergie Im ¥~ (k,w) in Abhéngigkeit von
w fiir verschiedene k mit my = 0.4 und t = 0.6.
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Imaginary Part Propagator

10.0 ‘
—— k=01
k=07
——-- k=13
8.0 | ——- k=19
—-— k=25
6.0 |
ImG
40 -
\
r(‘
| N
" I
20 - P I
o I
Pt ;)
I
/ /
S N N\
0.0 e e :
. 2.0 3.0 4.0 5.0

Abbildung 26: Tmaginérteil des Propagators, Im G~ (k,w), unter Vernachléssi-
gung von Re X~ (k, w) fiir verschiedene k mit mg = 0.4 und ¢ = 0.6.

Um den Realteil der Selbstenergie zu erhalten, kénnen nach Chubukov et al.
[Chu94a] mit dem Ansatz

Im¥” (k,w) = —asgn(w)(w? — (k) + R(k,w) (5.70)

die Konstante o und die Funktionen p;(k) und R(k,w) berechnet werden.
Der Realteil von ¥~ ergibt sich dann aus der Summe der Kramers-Kronig-
Transformation von R(k,w) und einem Term der sich aus der asymptotischen
Entwicklung von G< fiir w — oo ergibt. Nachdem Y~ bestimmt ist, erhélt man
G~ durch Einsetzen in die Gleichung (5.49).

Die Berechnung von G< verlauft analog zur Berechnung von G, es muf} ledig-
lich in (5.69) als Dispersionsrelation

e(k) = 1/k2+md + go (5.71)

verwendet werden. Diese Rechnungen konnten aber aufgrund des grofien nume-
rischen Aufwandes im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt werden.

Mit (5.42) und (5.43) erhilt man schliefilich die Spinsuszeptibilitit x, mit der
man durch (5.25) die Spinrelaxationsrate 1/7; bestimmen kann.

Unter Vernachlédssigung von Re ¥~ ergibt sich

ImX¥~
ImG~ ~ — . 5.72
" (k2 w2+ m2)? + (Imx>)? (5:72)
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In Abbildung 26 ist Im G~ fiir den isotropen Fall dargestellt. Man bemerkt, daf3
in dieser Ndherung bereits die charakteristischen Merkmale aus Abbildung 16
auftreten. Insbesondere verschwindet Im G~ fiir endliche w nicht, was auch nach
der Beriicksichtigung von Re ¥~ noch der Fall sein wird. Dies hat wegen (5.25)
zur Folge, dafi auch 1/T) nicht verschwindet.

Fiir quantitative Rechnungen unter Beriicksichtigung der Anisotropie empfiehlt
sich aufgrund des betréichtlichen numerischen Aufwandes der Einsatz von Par-
allelrechnern, worauf hier aber verzichtet wurde.






6 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das von Zhang zur Erklarung der Hochtemperatursupra-
leitung vorgeschlagene phidnomenologische SO(5)-Modell [Zha97] untersucht.
Dieses Modell geht davon aus, dafl eine Symmetrie zwischen Antiferromagnetis-
mus und Supraleitung besteht und die daraus resultierende Dynamik durch ein
SO(5)-Nichtlineares-Sigma-Modell (SO(5)-NLSM) beschrieben werden kann.
Um das experimentelle Verhalten der Supraleiter richtig zu modellieren, werden
anisotrope Terme eingefiihrt, die die urspriingliche SO(5)-Symmetrie teilweise
brechen. In dieser Arbeit haben wir uns auf den einfachsten Fall beschriankt, dafl
die Anisotropie durch ein dufleres effektives Potential verwirklicht wird, dessen
Stdrke von der Dotierung abhéngt.

Fiir diesen Fall konnten die RG-Gleichungen analytisch abgeleitet werden. Die
dabei gefundenen Gleichungen gelten nicht nur fiir den Spezialfall des SO(5)-
Modells, sondern fiir ein allgemeines O(N)-NLSM in 2 + e-Dimensionen und
einem Potential, das quadratisch an K Komponenten des Spinraumes ankop-
pelt.

Bei der Anwendung der RG-Gleichungen auf das SO(5)-Modell haben wir den
klassischen Grenzfall und das Verhalten bei 7" = 0 nidher untersucht. Dabei
wurden jeweils die Phasengrenzen zwischen antiferromagnetischer, supraleiten-
der und ungeordneter Phase bestimmt und die kritischen Punkte identifiziert.
Anhand dieser Grenzfiille wurden verschiedene Cross-Over-Szenarien diskutiert.
Dabei wurde ein unterschiedliches Verhalten in Abhéngikeit des Vorzeichens der
Anisotropie g festgestellt. Im Fall g > 0, d.h. fiir die antiferromagnetische Phase,
besteht die Moglichkeit eines Zwischenregimes zwischen klassischem Grenzfall
und Tieftemperaturverhalten, welches fiir ¢ < 0, also in der supraleitenden Pha-
se, nicht vorkommt. Durch numerische Integration der RG-Gleichungen wurde
das Phasendiagramm auch quantitativ bestimmt. Dabei wird allerdings nicht
beriicksichtigt, dafi die kritische Temperatur der supraleitenden Phase durch
das Absinken von T),r stark unterdriickt wird. Ein direkter Vergleich mit den
Experimenten ist daher nicht mdéglich.

Weiterhin wurde in dieser Arbeit die 1/N-Entwicklung auf das SO(5)-Modell
angewendet. Die Sattelpunktsgleichung wurde fiir N = oo abgeleitet. Bei der
numerischen Losung der Sattelpunktsgleichung wurde eine zunehmende Auf-
spaltung der beiden Massenparameter mit wachsender Anisotropie gefunden.
Die 1/N-Entwicklung sollte auch zur Bestimmung der NMR-Relaxationsrate
1/T; verwendet werden. Zu diesem Zweck wurden analytische Ausdriicke fiir
die Polarisation und die Spinsuszeptibilitidt abgeleitet. Die numerische Auswer-
tung dieser Ausdriicke konnte im Rahmen der Diplomarbeit aber nicht mehr
vollstiandig durchgefiihrt werden.

In dieser Arbeit wurden die Techniken der Renormierungsgruppe und der 1/N-

73
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Entwicklung fiir den anisotropen Fall analytisch soweit entwickelt, um daraus
erste qualitative Schlufifolgerungen ziehen zu kénnen. Fiir einen quantitativen
Vergleich mit den experimentellen Daten reichen die bisherigen Ergebnisse aber
noch nicht aus. Als Ansatzpunkt fiir zukiinftige Untersuchungen bietet sich da-
her vor allem eine ausgiebigere numerische Untersuchung der abgeleiteten Aus-
driicke an. Mit Hilfe eines Parallelrechners konnten Chubukov et al. [Chu94a]
die Relaxationsrate 1/7) fiir das isotrope O(3)-NLSM bestimmen. Prinzipiell
sollten sich die von ihnen verwendeten Methoden auch fiir den anisotropen
Fall verwenden lassen. Weiterhin kann mit Hilfe numerischer Rechnungen das
Cross-Over-Verhalten der Renormierungsgruppengleichungen niher untersucht
werden. Insbesondere das Verhalten des Systems im Zwischenregime ist noch
nicht geklért. Ebenso ist bisher noch nicht verstanden, wie das Abfallen von T);
bei starker Dotierung konsistent in der Rechnung beriicksicht werden kann.
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